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1 Grundlegende Eigenschaften von Z|[w]

Der Ring Zjw] = {a + bwla,b € Z}, mit w = *HTM, ist ein Unterring der komplexen Zahlen C. Als
solcher ist Z]w] sogar ein Integritdtsbereich, in dem jedes x € Z[w] eine eindeutige Darstellung = a+ bw
mit a,b € Z hat.

Speziell ist w eine Nullstelle des Polynoms P(X) = X2 + X + 1. Fiir ein 2z € C sei wie iiblich z das
Komplex-konjungierte von z.

Lemma 1.1. Es gilt:
LLWw=-w—-1=w
2. w-w=1

Beweis. 1. Wegen w? 4+ w + 1 = 0 folgt unmittelbar: w? = —w —1 = +1—2i\/§ —1= 71’2"‘/5 =w.

_121'\/5)(—121‘\/5) — (—1J5i\/§)(—1—2i\/§) - i(l —iV3+iV/3+3)=1

2. w-w=(

Lemma 1.2. Sei D = {r + swlr,s € Q} und
N : { D = Q0

=TT
dann gelten:
1. Nz)=0<=2=0
2. Fiir die Abbildung N gilt N(1) =1, und fir alle z,y € D gilt N(xy) = N(2)N(y).
Fiir die Einschrinkung von N auf Z]w] gilt dass

Z|w] = N
Nlzg) :{ T—>x-T

ein Halbgruppenhomomorphismus ist.
3. Fir x € Zw] gilt: N(z) =1 < x € Z]w]*.
4. Es gibt kein x € Z|w] sodass N(z) = 2 gilt.

Beweis. Fir x € D seien 1, s € Q sodass = r + sw gilt. Dann folgt N(z) = 2T = (r + sw)(r + sw) =
(r +sw)(r + sw) = r? + rsw + rsw + s°ww = r? + rs(w? + w) + 52 =72 — sr + 5%, womit N(x) € Q folgt.
Wegen N(z) = 2% = |z| > 0 folgt dass N(z) € Q>o.

1. Seiz € D.
Niz)=2T=0<=2=00derT=0<=2=0

2. N1)=T-1=1
Seien nun z,y € D. Dann gilt N(zy) = (zy)(zy) = 2yZy = 2Tyy = N(x)N(y).
Sei nun x € Z[w], sodass z = a + bw mit a,b € Z gilt. Dann folgt N(z) = a? — ab + b*> € N, und
damit die Behauptung.

3.7 =7 Sei x € Z[w] mit N(z) =1, dann folgt 27 =Tz =1
Somit ist T inverses Element von z, und daher gilt = € Z[w]*.
7 <7 Sel nun x € Z[w]*. Dann gibt es ein y € Z[w]* sodass gilt: xy = 1 = aTyy = 1 =
N(@)N(y) = 1.
Wie in 2 gezeigt, ist N(y) eine positive natiirliche Zahl, womit N(z) = 1 gilt.

4. Angenommen es gibt ein z € Z[w], sodass N(z) = 2 und = = a + bw, mit a,b € Z, gilt.
Dann folgt 2 = a? — ab + b%. Das ist gleichbedeutend mit 8 = 4a? — 4ab + 4b*> = (2a — b)? + 3b2.
Falls |b| > 2 gelten wiirde, so folgt 3b® > 8, was nicht sein kann. Also bleiben die Félle b = 41 und
b = 0 zu betrachten.



1.Fall) Sei b =0 so folgt (2a)? = 8. Da 8 in Z jedoch kein Quadrat ist, kann das nicht sein.

2.Fall) Seib = =+1 so folgt (2a+1)?+3 = 8 und daher (2a+1)? = 5. Auch 5 ist in Z kein Quadrat,
womit dieser Fall nicht zutreffend sein kann.

Widerspruch.

Lemma 1.3. Sei x € Z[w], sodass x = a+ bw mit a,b € Z gilt. Dann gelten
1. T=a—b—bw e Zw].
2. Z[w)* = {1, -1,w, —w,w?, —w?}.
3. Z[w]* ist zyklisch.
4. Die Abbildung

ist ein Ringisomorphismus.

Beweis. 1. Sei x € Z[w] sodass © = a + bw mit a,b € Z. Dann gilt:
T=atbw=a+bw=a+b(-w—1)=a—b—bw € Zw].

2. zz.: Zw]* C {1, -1,w, ~w,w?, —w?}
Sei 2 = a+bw € Zw]*. Dann gilt: 1 = a® —ab+b? bzw. 4 = 4a® — 4ab+ 4b* = (2a — b)? + 3b.
Hierfiir gibt es zwei mogliche Losungen:
(a) 2a—b=+1und b==+1
(b)2a—b==+2und b=0
(denn wiirde |b| > 1 gelten so wiirde 3b> > 4 folgen)
Somit sind sechs Fille zu betrachten, welche einfach nachzurechnen sind:
1.Fall Sei2a—b=1undb=1=2a-1=1=a=1
= 2z =1+ w und mit w? + w+1 =0 folgt z = —w?.
2.Fall Sei2a—b=1und b= -1
=20+1=1=22a=0=a=0=2=—w.
3.Fall Sei2a—b=—-1undb=1
=2a—1=-1=2a=0=a=0=z=w.
4.Fall Sei2a —b=—-1und b= -1
=2+1l=-1=2a=2=a=-1=2=-1—-w=w?
5.Fall Sei2a —b=2und b=0
=2a=2=a=1=x=1.
6.Fall Sei2a —b=—-2und b=0
=20=-2=>a=-1=2=-1.
Womit folgt Z[w]* C {1, —1,w, —w,w?, —w?}.
z.z.: {1,—1,w, —w,w?, —w?} C Z[w]*
Z[w]* ist eine Gruppe, und nach 1.1 gilt: —1, w € Z[w]*. Daher folgt die Behauptung.
Und somit gilt Zw]* = {1, —1,w, —w, w?, —w?}.

3. z.z.: Z[w]* = (—w)
Fiir —w € Z]w]* gilt mit 1.1

o (—w)?=w

o (—w)P=—w-wr=-1

o (—w)it=-1(~w)=w.

o (—wP=w-(~w)=—-w
o (—wW)b=(-w? (~w)=1.



Somit wird Z[w]* von —w erzeugt.

4. Aus den bekannten Eigenschaften von - folgt, dass g ein Ringhomomorphismus ist mit g o g = id.
Daraus resultiert die Behauptung.
O

Definition 1.4. Seien n,m € Z[w]
1. m heiit assoziiert zu n falls es ein v € Z]w]* gibt sodass vm = n gilt. Dann schreiben wir m ~ n.

2. m heifit Teiler von n falls es ein = € Z[w] gibt sodass ma = n gilt. In diesem Fall sagen wir m teilt
n und schreiben m|n.

3. m heifit echter Teiler von n, falls m Teiler von n ist, und m weder Einheit noch zu n assoziiert
ist.

4. Sein € Z[w] \ (Zlw]* U{0}).
n heift Primelement falls n keinen echten Teiler hat.

Lemma 1.5. Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf Z[w).
Insbesondere gilt fir v € Zw] genau dann x ~ 1, wenn x € Z[w]™ ist.

Beweis. Seien z,y,z € Z[w].
reflexiv: Es gilt 1 € Z[w]*, und somit 1 -z = z womit z ~ z gilt.

symmetrisch: Sei  ~ y, dann existiert ein v € Z[w]* sodass vz = y. Das ist gleichbedeutend mit
x = v~ 1y, und wegen v~ ! € Z[w]* folgt y ~ x.

transitiv: Sei ¢ ~ y und y ~ z dann existieren v,n € Z[w]* sodass vz = y und ny = z. Womit

vr =11z folgt und daher nvx = z gilt. Wegen nv € Z[w]* folgt x ~ 2.

Sei nun = € Z[w] sodass x ~ 1 gilt. Dann existiert ein v € Z]w]* sodass zv = 1. Womit x € Z[w]* folgt.
Andererseits ist x € Z[w]*, so ist auch 7! € Z[w]* und es gilt zz~! = 1. Und daher folgt = ~ 1. O

Lemma 1.6. Seien a,b € Z|w]. Dann gelten:
1. bla <= aZ|w] C VZ|w]
2. a~b < albundbla < aZllw] = bZ[w]
3. b ist ein echter Teiler von a <= aZ|w] & VZw] & Z|w]
4. Sei a prim und bla dann gilt b ~ a oder b ~ 1.
Beweis. Seien a,b € Z[w].

1. ”=" Gelte b|a, dann gibt es ein ¢ € Z[w] sodass a = bq gilt.
Sei nun = € aZlw], dann existiert ein p € Z[w] sodass * = ap = bgp € bZ[w]. Damit folgt
aZlw] C bZ[w].
? <" Es gelte nun aZw] C bZ[w].
Dann folgt a € bZ[w] also gibt es ein g € Z|w] sodass a = bq. Womit b teilt a gilt.

2. Falls a = 0 oder b = 0 gilt ist die Aussage klar, seien also nun a # 0 und b # 0.

a~b = albund bla:
Sei a ~ b. Dann gibt es ein z € Z[w]* sodass bz = a. Womit b = az~! folgt und daher alb
und b|a gilt.
alb und bla = aZ|w] = bZ|w]:
Folgt unmittelbar aus 1.




aZlw] = bZ[w] = a ~ b:
Sei aZlw] = bZ[w]. Da a € bZ[w] und b € aZ|w] gilt, gibt es ¢,d € Z[w] sodass a = ¢b und
b = da. Damit folgt a = ¢b = cda. Wegen a € C\ {0} gilt 1 = c¢d = dc, und daher ¢, d € Z]w]*
gilt. Womit a ~ b folgt.

3. Da b ein echter Teiler von a ist gilt insbesondere b # 0, b # 1 und a ~ b.
Nach 2 folgt dass a » b < aZ|w] # bZ[w].
Nach 1 gilt auch aZ[w] C bZ[w]. Wegen 1 € Z[w] folgt nun bZ[w] & Z[w].
Damit folgt die Aussage.

4. Da a prim ist und b|a gilt, folgt b € Z[w]* oder b ~ a. Falls b € Z[w]* ist, so folgt die Behauptung
mit 1.5.

O

Lemma 1.7. Seien x,y € Z[w] und y # 0. Dann existieren v, p € Zlw] mit x = yy+p und N(p) < N(y).
Dabei ist N die eingeschrinkte Abbildung aus 1.2.

Beweis. Seien z,y € Z[w] mit y # 0 womit N(y) > 0 gilt, und D = {r + sw|r, s € Q}. Dann folgt

r_»W_ 2 =:r+sweD.

y vy Ny

Dabei sind r, s rationale Zahlen. Insbesondere existieren m,n € Z mit [r —m| < 1 und [s — n| < %1
Setze nun v = m+nw € Zlw]. Dann gilt N (=) = (r—-m)2—(r—-m)(s—n)+(s—n)? < t+143
Sei mun p = 2 — 7y € Zfu]. Dann folgt N(p) = N(z — 75) = N(y(2 — 7)) = N@)N(E — ) < N(y).

<1
O

Proposition 1.8. Z[w] ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I C Z[w] ein Ideal. Da {0} in jedem Ring ein Hauptideal ist, sei ohne Einschrénkung I # {0}.
Damit gilt I\ {0} # 0. Daher gibt es ein « € I sodass N(z) = min{N(a)|a € I\ {0}} ist.
Behauptung: I = z2Z[w].
Zeige zuerst xZ]w] C I. Dies ist jedoch klar, denn I ist ein Ideal und z € I. Daher gilt fiir alle y € Z[w]
dass zy € I ist. Woraus xZ[w] C I folgt.
Sei nun umgekehrt y € I. Wie in 1.7 gezeigt existieren a,b € Z[w], sodass y = ax + b und N(b) < N(x)
gilt. Damit folgt b=y —ax € I denn z,y € I.
Falls b # 0 gilt, so ist N(z) nicht das Minimum von {N(a)la € I\ {0}} (wegen b € I), was nicht sein
kann.
Daher gilt b = 0, womit folgt y = ax € 2Z[w], und daher I C zZ[w].

O

Satz 1.9. Fiir jedes prime Element n € Z|w] gilt, falls nlnine mit n1,ny € Zlw] so folgt n|ny oder n|ns.

Beweis. Sei n € Z|w] ein primes Element und nq,ne € Z[w] sodass n|nins.

Betrachte das Ideal J := nZw] + n1Z[w].

Da Z|w] nach 1.8 ein Hauptidealring ist, gibt es ein d € Z[w] sodass J = dZ|w]. Da n prim ist gilt n # 0
und damit d # 0.

Somit folgt J = dZ[w] = nZ[w] + n1Z]w]. Daher gilt nZ|w] C dZ[w], und mit 1.6 folgt d|n.

Da n prim ist hat n keinen echten Teiler, womit gilt d ~ n oder d ~ 1.

1.Fall d ~n
Dann gilt nZ[w] = dZ[w] D n1Z[w]. Mit 1.6 folgt n|n;.

2.Fall d ~ 1
Dann gilt Z[w] = nZ|w] + nq1Z[w]. Daher gibt es z,y € Z[w] sodass 1 = nx + n1y.
Daraus folgt ne = n(nqz) + (n1ng)y, und wegen n|ning folgt n|ns.

Womit schlieBlich gilt n|n; oder n|ns. O

Satz 1.10. Jedes Element x € Z[w] \ (Z[w]* U {0}) besitzt eine bis auf Assoziiertheit und Reihenfolge
eindeutige Darstellung als Produkt endlich vieler Primelemente.



Beweis.

Existenz
Sei z € Z[w] \ (Z]w]* U {0}). Mit 1.2 folgt N(x) > 3, und es gilt N(1 — w) = 3. Beweis durch
Induktion nach N(x).
Sei die Behauptung fiir alle ' € Z[w] \ (Z[w]* U {0}), mit N(z') < N(z) wahr.
Falls 2 € Z[w] prim ist, so folgt die Behauptung. Sei nun « € Z[w] nicht prim.
Dann existieren 2/, 2" € Z[w] \ (Z|w]* U {0}) sodass x = z'a” gilt. Es folgt N(z) = N(z'2") =
N(2")N(z"), und wegen N(Z[w]) C N folgt 0 < N(2') < N(z) und 0 < N(2”) < N(z). Nach
Vorraussetzung besitzen daher ' und z” eine Darstellung von endlich vielen Primelementen, somit
folgt die Behauptung.

Eindeutigkeit
Seien hierfiir p1, ..., Pn, q1, ---s §m € Z[w] prime Elemente und n, m € N sodass

n m
o =1Iri=lo
i=1 j=1

gilt. Somit ist zu zeigen dass es eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,m} gibt sodass p;
assoziiert zu g, ;) fiir alle i € {1,...,n} ist. Induktion iiber m:

7’m — 179 .
Sei x = q1 := ¢ = p1...pn. Da ¢ prim ist gibt es ein p; mit ¢ € {1,..,n} sodass ¢|p;, ohne
Einschriankung sei ¢ = 1. Es folgt unmittelbar dass p1|q. Somit gilt ¢ ~ p;. Damit existiert ein
v € Zw]* sodass ¢ = pyv. Daher gilt ¢ = p1v = p1pa...pp, womit v = py...p, € Z[w]* folgt.
Da p; prim ist fiir alle ¢ € {1,...,n} folgt n = 1. Und daher gilt ¢ = p;.

?7m > 1’7 .
Sei nun die Aussage wahr fiir alle k < m — 1.
Dann gilt p1...pp = q1..-¢m- Da gy, prim ist gibt es ein ¢ € {1,..,n} sodass g, |p; gilt. Ohne
Einschriankung sei i = n. Wegen ¢, und p,, prim in Z[w| folgt g,, ~ pn. Sei daher v € Z[w]*
sodass vq,, = p, gilt. Dann folgt p1...pn_1v¢m = q1.--@m—_1Pm, und damit gilt py...p,_1v =
q1---Gm—1- Nach Induktionsvorraussetzung folgt n — 1 = m — 1 und daher n = m. Da ¢, ~ pn
gilt folgt die Behauptung.

O



2 Prime Elemente in Z[w]

Definition 2.1. Sei A C Zw].
e Ein Element d € Z[w] heifit gréf3ter gemeinsamer Teiler von A falls

1. dla fur alle a € A.
2. Fiir alle d € Z[w] \ {0}, mit d|a fiir alle a € A, gilt d|d.

gelten.

e GGT(A) ist die Menge aller grofiten gemeinsamen Teiler von A.

Proposition 2.2. Sei ) # A C Z[w] und d € Z]w] dann gilt

" de GGT(A) < Y Zlwla = Z[w]d.
acA
2. GGT(A) # 0.
3. Fiir alle d,d € GGT(A) gilt d ~ d.
4. Fird e GGT(A) gilt GGT(A) = dZ|w]*.
5. Bs gilt GGT(A) = Zw]* <= 1€ Y, 4 Zw]a.
6. Seien m € Nya € A und by, ..., by, € Zlw]. Falls fiir alle k € {1,...,m} gilt GGT(a,by,) = Z[w]*, s0

folgt GGT(a, [] b)) = Z[w]*.
=1

Beweis.

1. ”<” Sei Y Z[w]a = Z[w]d. Fiir alle a € A gilt dann Z[w]a C Z[w]d. Mit 1.6 folgt d|a fiir alle
ac€A
ac A ~
Sei nun d € Z[w], sodass d|a fiir jedes a € A gilt. .
Mit 1.6 folgt fiir jedes a € A, dass Z]w]a C Z[w]d ist. Damit gilt > Z[w]a C Z]w]d. Somit gilt
acA
Zwld = Y Zlwla C Z[w]d, womit man mit 1.6 d|d erhilt.
ac€A
?=" Sei d € GGT(A), dann gilt fiir alle a € A dass d|a. Daher folgt Z[w]a C Z[w]d. Damit gilt
> Zlwla C Z]w]d.
acA ~ ~
Nach 1.8 ist Z[w] ist ein Hauptidealring. Daher gibt es ein d € Z[w] sodass > Z[w]a = Z]w]d.
acA

Mit 1.6 folgt fiir alle a € A dass d|a. Wegen d € GGT(A) gilt d|d. Damit folgt Z[w]d C Z[w]d =
> Zlwla C Z]wld.
a€A
Womit folgt dass Zw]d =), 4 Z[w]a.

2. Da Z|w] ein Hauptidealring ist gibt es ein d € Z[w] sodass

Zwld =Y Zw]a

acA
und mit 1. folgt dass d € GGT'(A).
3. Sein d,d € GGT(A). Dann gilt mit 1. dass

Z|w)d = Z Zlwla = Z[w]d.

a€cA

Somit gilt d|d und d|d. Dann folgt mit 1.6 dass d ~ d ist.



4. Sei d € GGT(A). Dann gelten folgende Aquivalenzen:
d € GGT(A) = d'Z|w] = . Zwla = dZ]w] < d’ ~ d.
a€A

Daher gilt GGT(A) = dZ[w]*.

5. 7<” Seil € ) Z|w]a. Dann folgt, wegen Y Z[w]a = Z[w], mit 1., dass 1 € GGT(A) gilt. Nun
acA acA
folgt mit 4., dass GGT(A) = Z[w]* gilt.
”=" Sei GGT(A) = Z[w]*. Dann folgt mit 4., dass 1 € GGT(A) gilt. Und mit 1. folgt 1 €
> Zlwla.

acA
6. Seien m € Nya € A und by, ..., b, € Z]w]. Beweis durch Widerspruch. Angenommen es gilt fiir alle
ke {l,..,m} dass GGT(a,b) = Z|w]* und GGT (a, H b;) # Z]w]*

Sei d € GGT(a, H b;), dann gilt d # 0. (Denn sonst wiirde a = H b; = 0 gelten. Daher gibt es ein
=1

ked{l,..,m} sodass b, = 0 gilt, und somit wiirde 0 € GGT(a, bk) Z|w]* folgen, Wlderspruch.)
Somit gilt d € Z[w]* U {0}, womit es ein Primelement p € Z[w] gibt mit p|d. Somit folgt p| H b;

und pla. Da p prim ist, gibt es ein k € {1,...,m}, sodass p|b; gilt. Deshalb existiert ein do €
GGT(a,by) = Z[w]* mit p|dy. Womit p € Z]w ]X folgt, Widerspruch.

O
Bemerkung 2.3. Die Menge der Primelemente von Z sei wie iiblich mit P bezeichnet.

Satz 2.4. Sei x € Z[w] ein primes Element, dann existiert genau ein p € P, sodass x|p gilt. Fiir dieses
p gilt:

1. N(z) =p und x ist nicht assoziiert zu p,
oder

2. N(x) = p? und x ist assoziiert zu p.
Beweis. Sei x € Z|w] prim, sodass N(z) =n € N gilt.

Existenz: Falls n:=p € P gilt, so folgt 2T = N(z) = p. Daher gilt z|p.
Sei nun n ¢ P. Dann existieren p, ...,p, € P und 71,...7, € N sodass n = [] p;* gilt.
i=1
Daraus folgt N(z) = 2T = H p;t. Daher gilt z| H p;* in Z]w]. Da z prim in Z[w] ist, existiert
ein i € {1,...,n} sodass x|p; := p 6 P.

Eindeutigkeit: Angenommen es existieren p,q € P sodass x|p und z|q gilt. Dann folgt N(z)|p? und
N(z)|q?. Da x prim in Z[w] ist gilt N(z) # 1.
Wegen p, q € P gilt N(z) = p und N(z) = ¢, oder N(x) = p? und N(z) = ¢*.
Aus der Eindeutigkeit der Primelemente von Z folgt nun p = q.

Sei nun p € P sodass z|p gilt. Daher gilt 27 = N(z)|p?, womit wegen p € P gilt: N(z) = p oder N(z) = p*.

Falls nun N(z) = p und angenommen z ~ p gilt. Dann existiert ein v € Z[w]* sodass pr = x gilt. Somit
folgt p = N(z) = N(pv) = N(p)N(v) = N(p) = p?, was im Widerspruch zu p € P steht. Daraus folgt
x o p.

Sei nun N(z) = p?. Dann gilt z|p. Sei daher v € Z[w] sodass zy = p gilt. Dann folgt N(z)N(y) =
N(xvy) = N(p) = p*>. Wegen N(z) € N und N(x) ¢ P gilt N(z) = p? und N(y) = 1. Also folgt mit 1.2
v € Z[w]*. Daher gilt: x ~ p. O

Satz 2.5. Ist z € Z[w] sodass N(x) = p € P gilt, dann ist x ein primes Element von Z[w].



Beweis. Angenommen z ist nicht prim in Zw] und N(z) = p € P. Da z nicht prim in Z[w] und N(z) # 0
ist, existieren p,y € Z|w] \ (Z[w]* U {0}), sodass & = py gilt. Aus p,y & Z[w]* U {0} folgt mit 1.2 dass
N(p) > 1 und N(v) > 1 gilt.

Daraus folgt p = N(z) = N(p)N(y) womit p keine Primelement von Z sein kann. Widerspruch.

Damit gilt 2 ist prim in Z[w]. O

Definition 2.6. Sei p € P, dann heif3t

e p trige in Zjw] <= p ist ein Primelement von Z[w].

e p unverzweigt in Zjw] <= p = 2T wobei z prim in Zw| und z » T gilt.

e p verzweigt in Z[w| <= p = 2T wobel z prim in Z[w] und = ~ T gilt.
Definition 2.7. Seien die Teilmengen 2, B, € C P wie folgt definiert:

o A:={pecP|pist triage in Z]w]}

o B :={p e P|pist unverzweigt in Zjw]}

o C:={pecP|pist verzweigt in Z[w]}

Proposition 2.8. Fir jedesp € P gibt es genau eine der folgenden drei Mdoglichkeiten der Primzerlegung
in Zw).

1. p ist trige in Z[w].
2. p ist unverzweigt in Z[w].
3. p ist verzweigt in Zw).
Beweis. Sei p € P, dann fol?;gt N(p) = p?> > 1. Mit 1.2 folgt p & Z[w]* U {0}. Nach 1.10 gibt es eine

Darstellung der Form p = [] z; mit 21, ...,z, € Z]w] prim. Daher existiert ein Primelement z € Z[w]
i=1

sodass x|p gilt. Mit 2.4 folgt © ~ p oder N(x) =Tz = p.

Falls « ~ p gilt, so ist p prim in Z[w]. Daher ist p trige in Z[w], was 1 entspricht.

Falls 7 = p gilt so trifft entweder 2 oder 3 zu.

Die Eindeutigkeit folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (also nach 1.10). O

Definition 2.9. Von nun an sei fiir p € P stets 7, € Z[w] ein Primelement, sodass gilt
e ist p € 2, so folgt p = 7.
e ist p € B UL, so folgt p =7pmy,.
Proposition 2.10. Fir m, € Z[w] gilt:
o istp € A= N(m,) =p°.
o IstpeBUC = N(m,) =p.

Beweis. Sei p € 2. Dann folgt p = m,, womit p ~ 7, gilt. Daher folgt mit 2.4 dass N(m,) = p? gilt.
Sei nun p € B U €. Dann folgt p ~ m, und mp|p, womit mit 2.4 folgt: N(mp) = p. O

Definition 2.11. Seien
o A:={m, € Zlullp € A}
o B:={m 7 € Zfu]lp € B)
o C:={m, cZlulpc €
o P:=AUBUC



Bemerkung 2.12. Nach 2.4 und 2.8 folgt unmittelbar dass ANB =0, BNC =0, und ANC = gilt.
Dabher ist P die disjunkte Vereinigung von A, B und C.

Satz 2.13. Die Menge P ist beziiglich der Assoziiertheit ein Reprdsentantensystem der primen Elemente
von Z[w]. (d.h.: Fir jedes Primelement x € Z[w| gibt es ein m € P mit x ~ w. Und falls fiir my, 79 € P
gilt ™ ~ m, so folgt ™ = 7a.)

Beweis. Sei x € Z[w] ein Primelement. Nach 2.4 existiert ein p € P sodass p ~ x ist oder p = N(z) gilt.
Falls p ~ x gilt, folgt dass p € A ein Représentant von z ist.
Falls p = N(z) ist, folgt dass p kein Primelement in Z[w] ist. Daher gilt p € B oder p € €.
Womit entweder m, € B, oder 7, € C gilt.
Fiir beide Fille gilt T = p = m,7,. Nach 1.10 folgt, falls 7, € B gilt x ~ 7, oder z ~ 7,. Falls m, € C
ist, folgt = ~ mp.
Seien nun 7,7’ € P sodass m ~ «’ gilt. Dann gibt es p,q € P, sodass 7|p und 7’|q gilt. Wegen 7 ~ «’
folgt 7|g. Mit 2.4 folgt p = q.
1.Fall Falls p € 2 ist, so folgt 7 = 7, und n’ = 7,. Daher gilt 7 = 7’.
2.Fall Falls p € B ist, so folgt m, 7" € {m,,7Tp}. Wegen m ~ 7’ und 7, = 7, folgt 7 = «’.
3.Fall Falls m, € € ist, so folgt 7,7’ € {m,}. Daher folgt unmittelbar 7 = =’
O

Satz 2.14. Seip € P, dann gilt p € B U genau dann, wenn es a,b € Z gibt, sodass p = a®> — ab + b?
qgilt.

Beweis.

?=" Nach 2.8 ist p = N(m,). Sei m, = a + bw mit a,b € Z, dann folgt p = 7,7, = a® — ab + b*.

? <" Seien nun a,b € Z sodass p = a® —ab+b? gilt. Setzte = a+bw € Z[w], dann folgt p = 27 = N(x).
Mit 2.5 folgt, dass = prim in Z[w] ist. Somit ist p € BUC.

O
Satz 2.15. Seip € P, dann gelten:
1. peA <~ p=2 mod 3
2.peB<—p=1 mod3
3. peEC=p=3
Beweis.

3. =" Sei p € €, dann gilt p = N(n,) = 7,7, und 7, ~ 7,. Daher folgt m,|7, und somit mp|m, — 7,.
Seien a,b € Z sodass m, = a + bw gilt. Dann folgt mp|m, — T, = a +bw — (a — b — bw) =
b+ 2bw = b(1 + 2w), womit m,|b(1 + 2w) gilt.

Sei daher y € Z[w] sodass mpy = b(1 + 2w) gilt. Dann gilt:

PN(y) = mpmpN(y) = N(mp)N(y) = N(mpy) = N(b(1 + 2w)) = N(b)N (1 + 2w)

= b2 (1 +2w)(1 —2 —2w)) = b*(1 — 2 — 4w — 4w?) = b*(—1 — 4(w? + w)) = b*(—1 + 4) = 3b?

Damit erhiilt man p|3b?, womit wegen p € P folgt p|b oder p|3.

Angenommen p|b. Dann folgt p = 7,7, = a* — ab + b?, womit p|p — b(a — b) = a? gilt. Daher
gilt p|a. Seien daher c,d € Z sodass pc = a und pd = b gilt. Dann folgt p = a® — ab + b* =
p?c? — pPed + bp?d? = p?(c? — cd + d?).

Damit folgt 1 = p(c? — cd +d?) und daher p|1 in Z. Das kann jedoch wegen p € P nicht gelten.
Daher gilt p|3 in Z, und somit p = 3.
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7”& Sei p =3, fiir ¢ € Zlw] mit z =1 —w gilt N(z) = (1 —w)(2 + w) = 3. Womit nach 2.5 gilt =
ist prim in Z[w]. Es bleibt zu zeigen = ~ 7.
Wegen —w? € Z[w]* und (1 —w)(-w?) = (1 —w)(1 +w) =1 —w? =2+ w folgt x ~ T.

1. ?<” Sei p € P sodass p =2 mod 3 gilt. Zu zeigen ist p € A. Es geniigt zu zeigen dass p € BUC
gilt.
Angenommen p = 2 mod 3 und p € B U . Dann gibt es a,b € Z sodass p = N(mp,) =
a® — ab + b? gilt. Womit 4p = (2a — b)? + 3b? gilt.
Sei 7 : Z — 7Z/37 der kanonische Homomorphismus. Dann gilt 7(p) = 7(4p) = 7((2a — b)? +
3v?) = m(2a — b)? + m(3b?) = m(2a — b)2. Daher gibt es ein € Z sodass 7(p) = w(z?) gilt,
womit 22 = 2 mod (3) gilt. Da jedoch in 0°> = 0 mod (3), 12 = 1 mod (3) und 2% = 1
mod (3) gilt, kann ein solches x nicht existieren, Widerspruch.
Somit gilt p & B U .

2. ”<” Sei p € P sodass p =1 mod 3 gilt. Es folgt unmittelbar dass p # 2 und p # 3 gilt. Mit dem
Quadratischen Reziprozitiatsgesetz folgt

Py (3 _, ;&0
(3)<p>—( b
Damit folgt

5)-G)G) - = ()-G) -

P p p 3 3

Daher gibt es ein u € Z sodass u?> = —3 mod p gilt, womit /—3 € Z/pZ folgt. Da p # 2
ist, folgt 2 € Z/pZ \ {0} = (Z/pZ)*. Daher ist v := PT\/:S € Z/pZ, und v ist eine Nullstelle
von P(z) = 2% —z + 1 in Z/pZ. Sei 7 : Z — Z/37Z der kanonische Homomorphismus, und sei
u € 7Z, sodass v = 7(u) gilt. Dann gilt plu? —u + 1. Sei x = u + w, dann gilt N(z) = 27 =
(u+w)(u—1-—w)=u?—u—w—w?=u?—u+1, also p|aZ. Wegen p # 3 folgt mit 3. p € €,
daher ist zu zeigen: p ist nicht prim in Z[w].

Angenommen p ist prim in Z[w]. Dann gilt p|z, oder p|Z.

?pla” Dann existieren a,b € Z sodass p(a + bw) = u + w und daher pa + pbw = © + w womit

pb = 1 folgt, was wegen p € IP nicht sein kann.

b2

p|T” Dann existieren a,b € Z sodass p(a + bw) = pa + pbw = u — 1 — w womit pb = —1 gilt,
was wiederum wegen p € P nicht sein kann.

Somit ist p nicht prim in Z[w], und daher gilt p € B.
Die Implikationen ” = 7 fiir 1 und 2 folgen nun unmittelbar mit 2.12. O

Bemerkung 2.16. Aus dem letzten Satz folgt € = {3} und C = {1 — w}.
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3 Michtigkeit von Zw|/Z[w]x

Definition 3.1. Sei
{ Zw] \ {0} - NT Uoco
& x> |Zlw)/Zlw]e]

Lemma 3.2. Seien ,y € Z[w] \ {0}, dann gilt p(zy) = p(x)p(y).
Beweis. Seien z,y € Z[w] und

o Ty 1 Zlw] — Zlw]/Zlw]x

o m,: 2] — Zlwl/Zluly

o Moy Tl — Zlwl/Zlwley

die kanonischen Homomorphismen. Es ist Zw]zy ein Ideal in Z[w] und Zw]zy C Zw]x = ker(m,). Aus
der universellen Eigenschaft des Restklassenhomomorphisums folgt, dass es einen Ringhomomor-
phismus f : Zw]/Zw]ry — Z|w]/Z[w]x gibt, sodass f o myy = 7, gilt.

Wegen der Surjektivitét von m, folgt dass f surjektiv ist, und es gilt ker(f) = myy (ker(my)) = Ty (Z]w]x).

Sei
f 2] = 7y (@)
g: { a — Tyy(ax)

ein Ringhomomorphismus. Es gelten folgende Aquivalenzen:
a € ker(§) <= myy(ax) = 0 <= zylaz <= yla <= a € Z|w]y.

Daher gilt ker(g) = Z[w]y. Somit folgt aus der universellen Eigenschaft des
Restklassenhomomorphisums dass es einen Ringhomomorphismus ¢ : Z[w]/Zw]y — Ty (Z[w]z) gibt,
sodass g o m, = g gilt. Wegen der Surjektivitdt von g folgt dass g surjektiv ist.

Seien nun uy, us € Zw|/Zwly und a1, as € Zw] sodass u; = my(a,), fiir i € {1, 2}, gilt. Gilt nun g(u;) =
g(us) so folgt 0 = g(u1 —u2) = g(my(a1—az)) = may((a1—az)x). Daher ist (a1 —as)x € ker(myy) = Zw]zy.
Da z # 0 kein Nullteiler ist, gilt a; — as € Zw]y = ker(m,). Somit folgt m,(a1 — az) = 0 und daher
ur = my(ar) = my(az) = usg.

Daher ist g ein Gruppenisomorphismus, womit Z[w]/Z[w]y = 74y (Zw]z) = ker(f) gilt. Insbesondere
folgt [ker(f)| = |Z[w]/Z[w]y| = p(y)-

Aus dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie folgt (Z[w]/Z|w]|xy)/ker(f) = f(Z|w]/Z]w]zy) =
Z]w]/Z]w]z. Womit |(Z]w]/Z]|w]zy)/ ker(f)| = |Z[w]/Z]w]x| = p(x) folgt. Da der ker(f) eine Untergruppe
von Z[w]/Z|w]zxy ist, folgt mit dem Satz von Lagrange:

play) = 2w/ Zwlzy| = |(Zw]/Zlwlzy) / ker(f)] - [ker(f)| = p(z) - p(y)-

Lemma 3.3. Sein € N*, dann gilt p(n) = n?.
Beweis. Sein € NT und S := {a + bw € Z[w]|0 < a,b < n}. Sei 7 : Z[w] — Z[w]/Z|w]n der kanonische
Homomorphismus und 7g : S — Z[w]/Z[w]n dessen Einschrinkung auf S. Dann ist mg bijektiv.

surjektiv: Seiz € Z[w]/Z|w]n, y € Z[w] und a,b € Z mit y = a+bw, sodass z = 7 (y) gilt. Mittels Divison
mit Rest gibt es ¢,7,s,t € Z mit 0 < r,t < n sodass a = ng + r und b = ns + t gilt. Dann folgt
z=m(y) = m(a+bw) = m(ng+r+nsw+itw) = m(n(g+sw)+r+tw) = 7(n)(w(g+sw)) +7(r+itw) =
w(r + tw) = mg(r + tw). Somit ist mg surjektiv.

injektiv: Seien y1,y2 € S mit 75(y1) = ms(y=2). Seien aq,aq, by, by € Z sodass y; = a; + b;w und
0 < a;,b; <n, fiir i € {1,2} gilt. Dann gilt 7g(a1 + biw) = wg(az + baw), womit 7(a; — ag + (by —
ba)w) = 0 folgt. Daher existiert ein ¢ € Z[w] sodass a; — az + (b1 — ba)w = gn gilt. Seien u,v € Z
sodass ¢ = u + vw. Dann folgt a3 — as — nu + (by — ba — nv)w = 0. Daher folgt nu = a; — as und
nv = by — by. Somit gilt n|a; — as in Z, und n|by — by in Z. Wegen —n+1<a; —as <n—1und
—n+1<b —by <n—1folgt a; = as und by = by. Daher folt y; = ys.
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Da g ein Bijektion zwischen S und Z[w]/Z[w]n ist folgt p(n) = |Z[w]/Z[w]n| = |S| = n?. O
Satz 3.4. Seix € Z[w] \ {0}, dann ist p(x) = N(z).

Beweis. Sei x € Z]w] \ {0}. Nach 1.3 ist * : Z[w] — Z|w] ein Ringisomorphismus. Z[w]xz ist ein Ideal
von Zw] mit Z[w]x = Z[w]Z. Nach dem Isomorphieprinzip induziert - einen Ringisomorphismus & :

Zw]/Zw)x — Zw]/Z[w)x = Z|w]/Zw]T. Somit gilt Z]w]/Z|w]x = Z[w]/Z|w]T. Somit gilt p(x) = p(T).
Mit 3.3 erhalten wir N(x)? = p(N(z)) = p(27) = p(z)p(T) = p(z)?. Daher gilt N(x) = p(z). O

Satz 3.5. Seien x € Z[w]\ {0}, 7 : Zjw] — Z|w]/Z]w]z der kanonische Homomorphismus, y € Zw] und
n(Z|w]/Z|w)z) die Menge aller Nullteiler von Z|w]/Z[w]x. Dann gelten:

1. n(y) € n(Z|w]/Z|w]z) <= GGT(z,y) N Zw]* =0
2. 7(y) € (Zw]/Z|w]x)* < GGT(x,y) = Z[w]*
3. Z|w]/Z|w]x ist ein Korper <= Z|w]/Z[w)x ist ein Bereich <= x ist ein Primelement.

Beweis.

1. ”=" Sei n(y) € n(Z|w]/Z]w]z). Dann gibt es ein w € (Z[w]/Z]w]z) \ {0} sodass 7(y)w = 0 ist. Sei
u € Zlw] mit w = 7(u). Wegen w # 0 folgt v & ker(w) = Zlw]z, womit x { u gilt. Jedoch ist
0 = m(y)m(u) = w(yu) womit z|yu folgt.
Angenommen GGT (z,y) N Zw]* # 0. Dann existiert ein d € GGT(z,y) N Z|w]*, ohne Ein-
schriinkung sei d = 1. Dann gibt es a,b € Z[w] mit 1 = ax + by. Wegen z|yu existiert ein
z € Z|w] sodass yu = zz. Somit folgt nun dass u = azu + byu = aux + bzx. Daher folgt z|u,
was jedoch nicht sein kann.
Somit folgt GGT(x,y) N Z[w]* = 0.

7<= Sei GGT(z,y) N Z[w]* = 0 und d € GGT (z,y). Dann gilt d ¢ Z[w]* und daher folgt x { Z.

(Denn falls z|% = xzd|z = d|1 = d € Z[w]*, was nicht sein kann.)
Somit ist also § ¢ ker(m) und daher 7(%) # 0. Damit folgt nun n(y)n(%) = n(%) =

(3)m(z) = 0 und daher 7(y) € n(Zlw]/ZW)).

2. =" Sei n(y) € (Z]w]/Z[w]z)*. Dann gibt es ein w € Z[w]/Z]w]z und v € Z]w] sodass 7(y)w =1
und w = m(u) gilt. Weiters gilt 7(1) = 1 = w(y)m(u) = 7(yu) und damit 7(yu— 1) = 0. Damit
folgt z|yu — 1.
Daher existiert ein 2’ € Z[w] mit uy — 1 = x2’ und ein z € Zw] mit zx + uy = 1. Somit ist
1 € Z[w]z 4+ Z|w]y und daher gilt GGT (z,y) = Z[w]*.
?<” Sei GGT(x,y) = Z[w]*, dann gilt 1 = uz 4+ vy mit geeigneten w,v € Z[w]. Dann folgt
1 =m(1) = n(uz +vy) = 7(u)m(z) + 7(v)r(y) = 0+ w(v)w(y) = m(v)w(y). Daher ist
7(y) € Z[w]*.

3. e Zw]/Z|w]z ist ein Kérper = Z|w]/Z[w]x ist ein Bereich.
Ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition.

o Zlw]/Z[w)x ist ein Bereich = x ist ein Primelement.
Sei also Z|w|/Z]w]z ein Bereich und y € Z[w]| ein Teiler von . Dann gibt es ein z € Z[w] mit
x = yz. Somit gilt 0 = m(x) = w(yz) = w(y)w(z). Daher folgt w(y) = 0 oder w(z) = 0.
Falls w(y) = 0, so gilt y € Z|w]z und damit z|y. Wegen y|z, ist  assoziiert zu y.
Falls m(z) = 0, so folgt analog dass x assoziiert zu z ist.
Womit y eine Einheit ist. Somit besitzt = keine echten Teiler, somit ist  prim in Z[w].

e 1 ist ein Primelement = Z[w]/Z[w]x ist ein Korper.
Sei nun x ein Primelement in Z[w]. Dann gilt z ¢ Z[w]* U {0} und daher |Z|w]/Z[w]|z| =
N(z) > 2.
Somit ist Z[w]/Z[w]z nicht der Nullring. Seien u € (Zw]/Z[w]z) \ {0} und y € Z|w] mit
u = m(y). Wegen u # 0 folgt y & ker(n) = Z|w]z, womit x { y gilt. Sei d € GGT(x,y). Da
2 prim ist folgt © ~ d oder d € Z[w]*. Falls = ~ d gilt so folgt x|d. Wegen d|y folgt x|y, ein
Widerspruch. Somit muss d € Z[w]* und damit GGT (z,y) = Z[w]* gelten.
Daher folgt u = 7(y) € (Z[w]/Z]w]z)*. Somit ist jedes Element von (Z[w]/Z|w]z) \ {0} in-
vertierbar, und daher ist Z[w]/Z[w]z ein Kérper.
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Definition 3.6. Sei z € Z[w] \ {0} dann ist ¢z (z) = [(Z]w]/Z]w]z)*|.

Satz 3.7. Seien x,y € Zw|. Dann gilt, falls GGT (x,y) = Z[w]* ist, so folgt ¢z, (x - y) = dzp(z) -
¢Z[w] (y)

Beweis. Seien z,y € Z[w] und d € GGT(x,y) = Z[w]*.
Mit Zw]x + Zwly = Z[w]d = Z|w] folgt, dass die Ideale Z[w]z und Z[w]y teilerfremd sind. Mit dem
Chinesischen Restsatz folgt

Zlw)/Zlwlzy = Zlw/(Zlwlz N Z{wly) = Zw)/Zw]z x Zw]/Zw]y.

Somit gilt (Z[w]/Zlwley)* = (Zlu] /Zlule 2w /Zlw]y)*
Womit schliefllich folgt ¢z, (x - y) = [(Z[w]/Z]w]xy)* | =
Y)-

(Z[w]/Zlwlz)*| - [(Z[w]/ Zw]y) | = bup) (2) - Pzl

Satz 3.8. Seien z € Zw],n € NT.
Fulls © € Z[w] ein Primelement ist so folgt ¢z, (") = N(x)" " (N(x) —1).

Beweis. Seien
o mo: Zf] — Zlul/Zlule
o Moot 2] — Zful /2wl
o Ton Zlu] — Zful/Zfula

die kanonischen Homomorphismen. Es ist Z[w]z™ ein Ideal von Z[w] und Z[w]z" C Z|w]x = ker(w,;). Somit
folgt mit der universellen Eigenschaft des Restklassenhomomorphisums, dass es einen Ringhomo-
morphismus f : Z[w]/Z[w]x™ — Z[w]/Z]w]z gibt sodass f o mun = 7.

Sei f = fl(zw)/zw)en)x ¢ (Zw]/Z[w]a™)* — (Zlw]/Z[w]x)™.

Wegen f((Zw]/Z[w]z™)*) C f((Z|w]/Z]|w]z)*) ist f wohldefiniert.

Sei nun a € (Z]w]/Z[w]x)™ beliebig, und u € Z[w] ein Reprisentant beziiglich 7, also 7, (u) = a. Somit
ist GGT(u, ) = Z[w]*, und mit 2.2 folgt GGT (u,x™) = Z[w]*. Daher gilt m;n (u) € (Z[w]/Z]w]z™)*.
Womit man a = 7, (u) = (f o 7n ) (u) = f(7en (u)) = f(men (u)) erhiéhlt. Daher ist f surjektiv.

Aus dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie ergibt sich (Zw]/Z[w]|x)*/ker(f) & (Z]w]/Z]w]x)*.
Wegen z prim in Z[w] folgt mit 3.5 dass |(Z[w]/Z]w]z)* [ ker(f)| = |(Z[w]/Z]w]z)*| = N(z) — 1.

Sei u € Z[w]. Weil 2 prim ist folgt: jeder Teiler von z™ muss eine Potenz Von x sein. Da x {1 + ux gilt,
folgt nun GGT'(x™,1 + uz) = Z[w]*. Daher ist myn (1 + uz) [w]/Z[w]z™)*. Wegen f(men (14 uz)) =
flren (14 ux)) = (1 + uz) = 7, (1) = 1 folgt mpn (1 + ua:) € ker(f)

Seien uy,uy € Z[w], dann gelten folgende Aquivalenzen:

Ton (1 +u12) = g (1 4+ upz) & 2™ ugx — upt = (uy — u2)x < 2" Hug — ug & Tyn—1(ur) = Tgn—1(uz).

Sei daher g : Z[w]/Zw]z" ' — ker(f) definiert durch g(myn—1(u)) = men(1 + uz). Durch die eben
gezeigten Aq}livalenzen ist g injektiv. g ist auch surjektiv, denn: ~

sei x € ker(f), dann existiert ein v € Z[w] mit y = 7yn(v). Falls nun f(y) = 1 gilt, so folgt m,(v) =
f(mgn(v)) = f(mgn(v)) =1 = 7,(1). Somit gilt x|1 — v, daher gibt es ein u € Z[w] sodass z(—u) =1 —v
bzw. v = 1 + ux. Somit folgt g(myn-1(u)) = men (1 + uz) = mpn (v) = y, womit g surjektiv ist.

Daher ist g eine Bijektion

Somit folgt ’ker ‘ |Z[w]/ Z[w)x ”_1’ = N(z""') = N(z)""!. Da der ker(f) eine Untergruppe von

(Z[w]/Z]w]z™)* ist folgt mit dern Satz von Lagrange dass

bop (2") = | @) /Z1]a™)* | = (2Ll /2™ [ er(F)] - ke ()| = (N (@) = 1) - N(2)" ",
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4 Zyklizitat der Restklassengruppe (Z[w]/Zw]|x)*

Satz 4.1. Seienn € A und n € NT. Dann gilt:
(Z|w]/Z|wIn™)* ist zyklisch <= n = 1.

Beweis.

<" Sein = 1. Dan € Zw] prim ist folgt mit 3.5 Z[w]/Z[w]n ist ein Kérper, wobei |Zw]/Z]w]n| = N(n)
gilt. Daher ist (Z[w]/Z[w]n)* endlich, und somit ist mit [2, Kapitel 2, Satz 3.4] die Einheitengruppe
(Z|w]/Z]w]n)™ zyklisch.

?=7 Falls n > 2, s0 gilt ¢z (1" "") = |(Z[w]/Z[w]n"~")*| = N(n)" (N (n) - 1) = p*" =D (p* — 1).
Die Ordnung von (Z[w]/Z[w]n™1)* ist ein Vielfaches der Ordnung eines jeden d € (Z[w]/Z]w]n™~1)*
womit fiir jedes z € (Z[w]/Z]w]n"~1)* gilt G
Sei nun a € Zjw] mit GGT(n,a) = Z[w]™, und seien

o Tyn-1: Llw] — (Z[w]/Zw)n™1)*
o Myt Zw| — (Z[w]/Z]wln™)*

die kanonischen Homomorphismen. Dann folgt GGT(n"~!,a) = Z[w]* und daher gilt Tyn-1(a) €
(Z[w]/Z[w]n™1)*. Somit folgt 7T7]n_1(ap2<n72>(p2_1)) _ Wnn_l(a)pamfm(pz_l) 4

Womit ¢ " ®*~D =1 mod n"~! folgt. Daher gibt es ein b € Z[w] mit o> TP Ty
Somit gilt a?”"*®* =) = (1 + by P,

Damit gilt nun

p p
14 pm—1)P — pbi i(n—-1) _ 4 b1 p pipi(n=1) _
R S L oo 130 (M)

i=0 i=2
PN LN
L+ by + 2Dy (i)bln@—?)("—l) =149y (Z.)b’n(’“‘?)(”—l) =1 mod 5"
=2 i=2
Wegen n > 2 gilt 2(n — 1) = n+n —2 > n. Womit fiir jedes a € Z[w] mit GGT(n,a) = Z[w]* folgt
a?”" "= =1 mod .

Sei nun z € (Z[w]/Z[w|n™)* und a € Z[w] mit = mn(a). Dann gilt GGT(n", a) = Z[w]*, und
somit GGT(n,a) = Z[w]*. Daher folgt nun

2n73( 271,73(

P = (@) P = (@) = 1

womit man
ord(x) <p* P (p? = 1) < p*" 2 (p® — 1) = N(n)" ' (N(n) = 1) = [(Z[w]/Z[w]n"™)"|

erhilt.

Daher kann (Z[w]/Z[w]n™)* nicht zyklisch sein.

(Denn sonst existiert ein ¢ € (Z[w]/Z]w]n™)* sodass (q) = (Z|w]/Z|w]n™)*. Wobei dann ord(q) =
{q)| = [(Z|w]/Z]w]n™)*| gilt, was jedoch nach den eben Gezeigen nicht sein kann.)

O
Satz 4.2. Fir w3 € C und n € N gilt: (Z[w]/Z|w]|7})* ist zyklisch < n < 2.
Beweis. Aus 2.15 folgt m3 ~ (1 — w). Sei Iy : Z[w] — Z[w] /73 Z[w] der kanonische Homomorphismus.

”n =17 Wegen [(Z[w]/Z[w]m3)*| = ¢z (m3) = N(m3) — 1 = 2 ist (Z[w]/Z[w]n3)* eine Gruppe mit
zwei Elementen. Diese wird vom Element z # 1 erzeugt (wegen x! = z und z? = 1). Daher ist
(Z|w]/Z|w]ms)* zyklisch.
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?n = 2" Wegen 713 ~ (1-w)? = 1-2w+w? = —3w+(w?+w+1) = —3w ist zu zeigen dass (Z[w]/3wZ[w])*
zyklisch ist.
Es gilt dass [(Z[w]/Z[w] )| = N1 —w)> Y(N(1 —w) — 1) = 3(3— 1) = 6. Somit ist ein
Element z € (Z[w ]/3wZ[ ])X zu finden fur das g11t ord(z) = 6.
Es gilt 1 = (w)(3w) + (1 + w)(3 — w). Daher gilt nach 2.2 GGT (3w, 3 — w) = Z[w]*. Mit 3.5 folgt
nun dass Il;» (3 — w) € (Z[w]/3wZ[w])* gilt. Fiir 3 — w folgt nun

ord(Iyy (3 —w)) > 2. Denn wegen

2
_ -1 _
3w 3w 3

gilt (3 —w)® — 1 ¢ 3wZ[w] = ker(Ilyy). Daher gilt Tlrn ((3 — w)?) # Ilzp (1) = 1. Somit ist
ord(lyp (3 —w)) > 2.
ord(lyy (3 —w)) > 3. Denn wegen

B-wP—-1 16-36w 4
- — 2134
3w 3w 3¢ w)

gilt (3 —w)® —1 & 3wZlw] = ker(Ilyp). Daher gilt I ((3 — w)?) # Ilrp(1) = 1, womit
ord(Ily (3 —w)) > 3 folgt.

Da jedoch ord(Il;» (3 — w)) ein Teiler von |(Z[w]/Zw](1 — w)?)*| = 6 sein muss, bleibt nur noch
ord(lyy (3 — w)) = 6 iibrig.

"n > 3” Nach 3.8 ist |(Z[w]/Z )| = ¢ (7~ %) = N(m3)"3(N(m3) — 1) = 3732, Weiters sei
Ines Zw] — Zlw] /7y~ 2Z[ ] der kanonische Homomorphismus.

Somit folgt fiir alle € (Z[w]/Zw]ny ?)* dass 23" "2 = 1 gilt, denn die Ordnung eines jeden
Gruppenelements teilt die Gruppenordnung von (Z[w]/Z[w]7 ).
Sei nun a € Z[w] beliebig mit GGT (w3, a) = Zw]*. Dann gilt GGT (752, a) = Z[w]*. Daher folgt
mit 3.5, dass T - 2(a) € (Z|w]/Z]w]ry~2)* gilt. Damit erhélt man

n—3 ne3
Mep-a(a® %) = on-2(a)” % = Ly ppuey -2

Was gleichbedeutend mit
n—3
CLS 2 1Z[w] (”LOd( 5 2))

ist. Somit gibt es ein b € Z[w] sodass

=14 by 2
gilt. Damit folgt

n—2

a® "t = (14 bry?)3

Wegen 73 € C gilt 3 = w373 und 73 ~ 3. Daher gibt es ein € € Z[w]* sodass 3 = er3 gilt. Somit
erhalten wir

3
a3" 2 = (14 bmy~ ) = Z (2) bkwg(n_m =1+ 3b7r§72 + 3b2W§(n_2) + b37rg(n_2)
k=0

=1+ Gbﬂ'g —+ eﬁg(n_l)bQ + b3ﬂ_§>(n—2)

Wegen n > 3 folgt
n—2
P mod (75).

Womit fiir alle a € Z[w] mit GGT (73, a) = Z[w]* gilt a®" 2 = lzp,) mod (7%) folgt.
Sei nun z € (Z[w]/Z[w]|7y)* und a € Z[w] mit x = Il;n (a). Dann ist mit 3.5 GGT (7Y, a) = Z[w]*
und daher auch GGT (w3, a) = Z[w]*. Nun folgt mit dem Vorangegangenen, dass

x3n722 _ Hﬂ_g (a)3n722 _ Hﬂ_" (a3n—22) _ 1

3
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gilt. Somit erhélt mann dass
ord(z) <3722 < 37712 = N(m3)" H(N(ms) — 1) = ‘(Z[w]/Z[w]w?)ﬂ .

(Wegen z € (Zlw]/Z[w]r%)* beliebig, folgt nun dass (Z]w]/Z[w]rE)* kein erzeugendes Element
besitzen kann.) Daher ist (Z]w]/Z[w]r%)* nicht zyklisch.
O

Satz 4.3. Seien n € B und p € B sodass p =07, n =7 gelten, sowie n € N*.
Dann folgt (Z|w]/Z[w]n™)* ist zyklisch.

Beweis. Seien j : Z — Z[w] die Inklusion und m,» : Z[w] — Z[w]/Z[w]n™ der kanonische Homomorphis-
mus.
Setzte
{ Z — L[|/ Zlw]n"
f: .
a — myn (j(a))

dann ist f ein Ringhomomorphimus (da j und m,;» Ringhomomorphismen sind). Dann folgt
ker(f) ={a € Z|myn(j(a)) =0} = {a € Z|j(a) € ker(myn) = Zwn"} = {a € Zl|a € Zw]n"}
=7Z N Zwln".
Zeige nun dass p"Z = Z N Zlw]n™ gilt.

IN

: Es gilt p"Z C Z und p"Z = n"n"Z C Z[w]n™. Somit folgt p"Z[w] C Z N Z]w]n™.

D: Seil a € ZN Zlw]n™. Dann besitzt a eine Darstellung der Form

a=¢e-pfoq-.-qn mitec{-1,1}; kkmeN; q1,..qm € P\ {p}.

Damit gilt @ = ¢ - 7*7* - q1 - ... - gm. Wegen n|p in Z[w] folgt mit 2.4 dass n { ¢; in Z[w] fiir alle
i€ {1,...,m}. Wegen n = 7 gilt {7 in Z[w] und damit 5 { 7*. Da n € B ist, ist  insbesondere
prim in Z[w] und daher gilt 7t €.

Nach Vorraussetzung ist @ € Z[w|n™ und daher folgt n"|a in Z[w]. Wegen der Eindeutigkeit von
Satz 1.10 gilt k > n.

Also erhilt man p"|p¥|a in Z und daher a € p"Z.

Aus dem Homomorphiesatz der Ringtheorie folgt nun die Existenz eines injektiven Ringomomorphis-
mus f : Z/p"Z — Zw]/Zw]n™. (Denn p"Z = ker(f).)

Mit |Z/p"Z| = p" = N(n)" = N(n") = |Zw]/Z]w]n™| folgt wegen der Injektivitit von f sofort die
Surjektivitit von f. Daher ist f ein Ringisomorphismus, womit

Zlw)/Zlwln" = Z/p"Z

folgt. Somit wird durch f ein Gruppenisomorphismus f : (Z/p"Z)* — (Z[w]/Z[w]n™)* induziert. Daher
folgt
(Z[w]/Zlwln™)* = (Z/p"Z)*.

Wegen p € € folgt mit 1.2 und 2.10 dass p > 2 gilt. Daher folgt mit dem Satz von Gaug [1, Kapitel 5.5]
dass (Z/p™Z)* zyklisch ist. Womit die Behauptung folgt. O

Lemma 4.4. Seien n € Nt und Gy, ...,G,, endliche Gruppen. Dann sind dquivalent
1. G1 X ... x Gy, ist zyklisch.
2. Vie{l,...,n} G; ist zyklisch, und Vi,j € {1,...,n},i # j gilt 99T (|G;|,|G;|) = 1.

Beweis. 1 = 2 Angenommen 2 gilt nich, z.z.: 1 kann nicht gelten.
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1.Fall: Sei ¢ € {1,..,n} sodass G; nicht zyklisch ist. Dann gilt fiir alle g € G; existiert ein h €
G; sodass fiir alle k € NT h # ¢F gilt. Sei nun § = (g1,...,9n) € G1 X ... x G,, beliebig.
Dann existiert ein h; € G; sodass fiir alle k € NT gilt h; # gF. Daher folgt fi alle k €
N* dass (1g,, .., hiy ey 1@, ) # §° gilt (mit komponentenweiser Verkniipfung). Womit § kein
erzeugendes Element sein kann, und daher G; X ... X G,, kein erzeigendes Element besitzt.
Somit ist G1 X ... X G, nicht zyklisch.

2.Fall: Seien jetzt n > 2 und ¢,j € {1, ...,n},i # j mit g¢T(|G;], |G;]) > 1.
Sei nun g = (g, 9;) € Gi X G; beliebig, dann ist glG” = 1g, und gl-Gj

;7 = lg,. Somit gilt dass
kgV (IGil,IG;|) — (gng(\Gil,lGjl),glng(IGiMGJI)

g ] ) = (1Gi7 1GJ) = 1G»5><Gj'
Wegen ggT' (|G|, |G,]) > 1 folgt
|Gl |G
ord(g) < kgV(|Gil, |Gj]) = — =~ < |Gil|G;| = |Gi x Gy .

Daher kann g kein erzeugendes Element sein. Somit ist G; x G; nicht zyklisch.
Daher gilt, mit Fall 1, (wobei 0.E. j =i+ 1 gelte) dass G1 X ... X (G; X G;) X ... X G, nicht
zyklisch ist. Womit folgt dass G1 x ... X G}, nicht zyklisch ist.

(2) = (1) Induktion nach n:

n =1 gilt trivialerweise.

n =2 Seien my,ms € NT mit m; = |G1| und my = |Gz|. Aus dem Struktursatz fir zyklische
Gruppen erhilt man G = Z/m1Z und Gy = Z/moZ. Nach Vorraussetzung gilt ggT'(m1, ma) =
1 und daher folgt mit dem Chinesischen Restsatz dass

G1 X G2 = Z/mlz X Z/ng = Z/mlmQZ

gilt. Womit G x Go zyklisch ist (denn Z/mymsZ ist zyklisch).

n > 3 Sei die Behauptung fiir n — 1 gezeigt. Nach Vorraussetzung ist fiir allei,j € {1,...,n — 1} G;
zyklisch, und falls @ # j ist gilt ggT'(|G;|,|G;|) = 1. Weiters ist G1 X ... x Gy,—1 zyklisch.
Wegen G1 X ... X G, 2 (Gy X ... x Gp—1) X G, und ggT(|G;],|Gn|) =1 Vi € {1,....,n — 1}

gilt ggT(|G1 X ... X Gp—1],|Grl) = 99T(|G1] - ... - |Gn-1],|Gr|) = 1. Daher folgt mit der
Induktionsvorraussetzung dass (G X ... X Gj,—1) X Gy, zyklisch ist, und somit ist G1 x ... x G,
zyklisch.

O

Satz 4.5. Sei a € Z|w], dann ist (Z|w]/Z]w]a)* genau in folgenden Fillen zyklisch:

~

a € Z[w]* U{0}.

2. a~(1—w)"” mitn e N undn < 2.
3. a~mnmitn € A.

4.

5 a~2(1—-w).

a~n" mitne B undn e NT.

Beweis. (1): Sei a € Z[w]*. Wegen Z[w]/Z|w]a = Z]w]/Z|w] = {0} folgt dass (Z[w]/Z]w]a)* = {0}* =

{0} = (0), womit (Z[w]/Z[w]a)* zyklisch ist.
Und falls a = 0 gilt so folgt Z[w]/Z]w]a = Z[w]. Daher folgt mit 1.3 (Z[w]/Z[w]a)* = Z|w]* = (—w).

(2,3,4): Nach 1.10 besitzt a die Darstellung

a:e”wo‘"

TeP

mit € € Z[w]*, ar € Nund a, = 0 fiir fast alle 7 € P.
Seien nun 71, o € P mit m # me. Wegen 7, 7o prim in Z[w] und 71 = w3 gilt GGT (71, 72) = Z]w] ™.

18



Daher folgt GGT (7}, 7h) = Z[w]* fiir alle k,I € N*. Mit 2.2 folgt 1 € (Z[w]nF + Z[w]7h), womit
Z[w] = Z|w|r¥ + Z[w]rh gilt. Daher sind die Ideale Z[w]w} und Z[w]r} teilerfremd. Somit folgt mit
dem Chinesischen Restsatz

Zw]/Z|w]a = Z[w]/Z]w]e H 7o = Zlw]/ H Z]w]mm = H Zlw]/Z|w]m.
TeP TP TEP

Daher gilt
(ZWw)/zWwla)* = (]] zW/zwx*=)* = [] @[w]/Zw]x")>.

TeP TEP
Ist a = enr® dann treffen die Behauptungen 2,3,4 nach 4.2,4.3 und 4.4 zu.

(8): Seinun a =enf! - ... 7% mit m > 2. Es gilt
(Z[w)/Zlwla)* = [[(Zw)/Zlw)mi) .
i=1

Daher muss als Vorraussetzung fiir (Z[w]/Z[w]a)* zyklisch gelten, dass fiir jedes i € {1,...,m}
(Z|w]/Z|w]m)* zyklisch ist.
Somit verbleibt fiir ¢ € {1,...,m} nur mehr die Moglichkeiten

e T, e Aund a; =1

e m;, € Bund o; €N

e m,cCund a; <2
Weiters miissen fiir die Zyklizitdt von (Z[w]/Z[w]a)* auch die Gruppenordnungen ¢z, (7;") aller
Gruppen (Z[w]/Z]w]m;")* paarweise teilerfremd sein.

Fiir 7, € A gilt mit 2.15 dass p = 2 mod (3). Damit folgt p? = 4 = 1 mod (3), und somit gilt:
p?> —1€3N. Fiiri € {1,...,m} gilt:

o m; € Aso folgt ¢z (") = N(m;)* (N (m;)—1) 2—1) € 3NT, nach dem eben gezeigten.

=
K3
o m; € B so folgt ¢z (") = N(m)* (N (m)—1) = p*~'(p—1) € 3NT, denn nach 2.15 folgt

unmittelbar dass p — 1 € 3NT gilt.
o 71 € C s folgt dag(m) = N(m) ™~ (N(m) — 1) = pi=) (p— 1) = 2301,

K2

Daraus folgt dass in der Primfaktorzerlegung von a hichstens ein trages oder unverzweigtes Primele-
ment auftreten kann. Als zweites Primelement ist dazu nur 1 —w méglich. Da ¢z, ((1 —w)?) = 6
gilt bleibt nur noch 1 — w zu betrachten. Falls nun 7 € A und a ~ (1 — w)n gilt, dann folgt n = =,
und p =2 mod (3). Wegen ¢z1,)(1 —w) = 2 und ¢z, (m,) = p? —1 muss ggT'(2,p?> — 1) = 1 gelten.
Dann gelten folgende Aquivalenzen:

99T (2,p* —1) =1 & p? — 1 ist ungerade < p ist gerade < p =2
Womit der Punkt (5) folgt. Falls nunn € Bund a ~ (1—w)n™, mit n € N gilt. Dann gilt n = 7, und
mit 1.2 ist N(mp) # 2. Daher gilt ¢z(,)(7)) = p"~1(p— 1) ist immer gerade, womit die Ordnungen

der beiden auftretenden Gruppen nicht mehr teilerfemd wéren. Daher kann dies nicht auftreten.
O
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