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1 Einleitung

Im Folgenden sei G C R" ein beschrinktes Gebiet und n € N. Zur Erinnerung: ein
Gebiet des R™ ist eine offene, wegweise zusammenhidngende Menge. Das Ziel wird sein
das Randwertproblem fiir die inhomogene Poissongleichung:

— Au = fund u = g auf 9(G), (1.1)

wobei g € C°(9(G)) gegeben ist, zu losen.

Diese Differentialgleichung gehort zu der Klasse der elliptischen Differentialgleichungen
und besitzt ihre Anwendungen in vielen Teilgebieten der Physik. In dieser Arbeit wird
der rein mathematische Aspekt beziiglich der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
unter gewissen Voraussetzungen beleuchtet. Es stellt sich hier die Frage, fiir welche rech-
ten Seiten f sich das Randwertproblem l6sen lasst.

Wir werden in der Vorbereitung eine Grundlage fiir die fundamental wichtigen Sitze im
Hauptteil schaffen. Mit diesen werden wir dann, unter der Beriicksichtigung gewisser Zu-
satzvoraussetzungen an f als auch GG, einen Eindeutigkeits und Existenzssatz formulieren
konnen.



2 Vorbereitung

Im Folgenden bezeichne (., .) das euklidische Skalarprodukt und ||.|| die euklidische Norm
im R"™. Die Definition von Aw ist gegeben durch:

n
0%u

Au = —.
Y ax?

J=1

Weiters wollen wir hier an die Definition von Lesbeque- integrierbaren Funktionen erin-
nern.

Definition 2.1. [8] Eine Funktion f: R® — R heift (Lesbeque-) intergrierbar iiber R”,
wenn es eine Folge von Treppenfunktionen ¢ : R" — R mit klirn | f — wkll; = 0 gibt.
—00
Wir schreiben dann: [, f = [, f(z)de = klirn Jentor € R. Wenn f: G C R" — R, heift
—00
f(z), wennz € G

0 sonst

f iiber G integrierbar, wenn die Funktion fo: R® — R : iiber R"

integrierbar ist. Wir schreiben dann: fG f= fR" fa-

Bemerkung 2.2. 8] || f|l, = inf {I(¢) | ¢ ist Hiillreihe von f} € [0, 00| ist die L; Halb-
norm. Die Funktionenreihe ¢ = > 77 ¢;1¢, ist Hiillreihe von f mit @y offener Quader
des R" und ¢; > 0, wenn Vo € R™ gilt: |f(z)| < ¢(x) = Y ro, cklg, (x). Dabei bezeich-
net 1p, die charakteristische Funktion auf der Menge Qp und I(¢)) = >"727, cxv (Qx) den
Inhalt der Hiillreihe, wobei v (Qy) der Inhalt des Quaders ist.

Ein wichtiges Ergebnis in diesem Zusammenhang ist die Integrierbarkeit von stetigen
und beschrinkten Funktionen.

Satz 2.3. [§] Es sei 0 # G offen und beschrankt, f: G — R stetig und beschrinkt auf
G. Dann ist f integrierbar tber G.

Ein aus der Analysis bekanntes Resultat iiber die Integrierbarkeit von Grenzfunktionen
bei monotoner Konvergenz ist der folgende Satz.

Satz 2.4. [6] (Beppo Levi, Satz von der monotonen Konvergenz)

Es sei (fx)ren eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen auf G C R™.

Die punktweise gebildete Grenzfunktion f = klim frx st genau dann integrierbar, wenn
—00

die Folge der Integrale fG fr(y)dy beschrinkt ist. Damit gilt dann insbesondere

/Gf(y)dyzljglolo/(;fk(y)dy-

Nun wollen wir erkliren, was ein Flachenstiick und ein Oberflachenintegral ist.



Definition 2.5. [I] Eine Menge H C R™ heifst regulires Hyperflichenstiick der Klas-
se C* mit k € N, wenn sich die Menge in der Form H = z(T) darstellen lisst mit
z; = x;(t) fir j € {1,...,n}. Dabei ist t = (t1,...,t,—1) € T C R"!, wobei T ein be-
schriinktes Gebiet ist. Weiters ist € C° (T,R") N C*(T,R") und z: T — R" injektiv
mit Rang(J(xz)) =n — 1 (J(x) bezeichnet die Jacobimatrix von ).

Mit D; fiir j =1, ...,n bezeichnen wir die folgende Funktion:

Oz1 . Om

ot Otn_1

Oxj_1 o Ox;_1

o (__1\ntg oty Otn—1

'D] - ( 1) 8£Cj+1 L 6Ij+1 .

ot Otn_1

Oy . _Ozn

ot Otn_1

Die Vektoren s = +(s1, ..., $,,) mit
D

J
VDi+ ...+ D?

fiir j = 1,...,n, heifen die zu H im Punkt z = x(¢) gehtrenden Normalen.
Fiir f € C°(H) ist das Oberflichenintegral von f iiber H gegeben durch:

Sj:

/Hf(a:)do(x):/Tf(x@))\/pg(t)+...+Dg(t>dt,

wenn [, f(x(t))\/D3(t) + ... + D2(t)dt < oo gilt.

Ein reguldres Hyperflachenstiick hat keine Selbstdurchschneidungen, da die Abbildung
x injektiv ist. Wenn wir fiir das oben definierte Oberflachenintegral den Fall n = 2 und
k = 1 betrachten, erhalten wir ein Kurvenintegral.
Nun kommen wir zur Definition von Normalgebieten.

Definition 2.6. [I] Sei G C R™ ein beschranktes Gebiet. G heift Normalgebiet, wenn
Folgendes gilt:

(i) Zu jedem Randpunkt 2’ € OG gibt es eine Folge (7,)ney mit z, € R™\ G mit
x, — x' fir n — oo.

(ii) 0G = H, U... U_H_N mit reguliren Hyperflichen H;, j = 1,..., N der Klasse C*
und es gilt H; N H; = 0H; NOH; fiir i # j und es existiert das Oberflichenintegral
[y 1do fiir alle j.

(iii) Zu jedem ¢ > 0 gibt es endlich viele Kugeln
B, () = {x eR" | Hx —x(r)H < pr} mit 2" € 9H, U ... UdHy, p. > 0, fiir
r=1,..,q=q(e), so dass Ujvzl 0H; c U, Bs, (z)und >27_ prt <e

‘s



Fiir ein Normalgebiet definieren wir das Oberflachenintegral:

Jog fdo = Zj\/ﬂ ij fdo.

Um die Definition von einem Normalgebiet verstindlich zu machen, betrachten wir
drei einfache Beispiele.

(1) Die punktierte Kugel G = B,.(0) \ {0} mit » > 0 ist kein Normalgebiet, da die
Bedingung (i) verletzt ist: Der Rand von G ist gegeben durch 0G = 0B,(0) U {0}.
Damit ist G = B,(0). Es ist 0 € dG und es gibt keine Folge (z,)neny € R™ \ G mit
x, — 0 fiir n — oo. Also ist G kein Normalgebiet.

(2) Die Kugel G = B,(0) mit r > 0 ist ein Normalgebiet.

(3) Der n-dimensionale Wiirfel mit Kantenldnge r > 0,

Jetzt konnen wir den Gauféschen Integralsatz fiir Normalgebiete formulieren. Dieser er-
moglicht uns, das Volumenintegral {iber eine Divergenz, divf = 2?21 % als Oberfla-
chenintegral zu schreiben. Der Gaufische Integralsatz stellt eine Verallgenjqeinerung des
Hauptsatzes der Differential und Integralrechnung dar. Er liefert uns eine Formel fiir die

partielle Integration in héheren Raumdimensionen.
Satz 2.7. [1] (Gaufscher Integralsatz) B
Es sei G C R™ ein Normalgebiet mit duflerer Normale s. Weiters sei u € C° (G) NCYG)

- ou
mat fG 8_182

< 0o.Dann gilt:

[ atoria = [ worsiorin)
Sei nun f = (fl, ,fn) € CO (E,R") N C1<G,R”) und fG ’dZUf(x” dr < oco. Dann ngt

/divf(az)da::/ (f(x),s(x)) do(z).
a oG

Wir werden im Hauptteil hdufig die Transformation eines Integrals in Polarkoordi-
naten im R"™ benétigen. Dazu formulieren wir die Transformationsformel in Polarko-
ordinaten von m-dimensionalen Integralen. Der Beweis dieses Satzes erfolgt mit dem
Transformationssatz fiir Lesbeque-Integrale.

Satz 2.8. [1] Es sei R > 0, Br(xo) ={y € R" | ||y — z0|| < R} und
Svl.={y e R" | |ly|| = 1} die n-dimensionale Einheitssphire des R™. Falls die folgen-

den Integrale existieren, dann gilt mit r = ||y — xo|| und £ = ”z:ig” :

R
[ s ( Flao+ r£>d0(€)) ldr,
BR(.Z’()) 0 Sn71
/ F)dy =B [ flao + REYdo(c).
9BR(z0) Sn—1




Wir wollen nun eine fiir uns wichtige Folgerung dieses Satzes formulieren und beweisen.

Folgerung 2.9. Es sei 2y € R" und Bg(xy) C R™ mit R > 0. Dann gilt fiir 7 € (—n, 00),
dass das Integral fBR(wO) lly — zo||” dy existiert und die Darstellung:

T ]‘ T+nN
/ ly — 2oll” dy = wa——R"*
Br(x0) T+n

hat. Dabei ist w, = [S" ' = [4,_, 1do(&) der Flicheninhalt der Einheitssphére im R”".

Beweis. Wir werden mit Hilfe des Satzes der monotonen Konvergenz 2.4/ und des Trans-
formationssatzes die Existenz als auch die obige Darstellung nachweisen.

Sei f(y) = |ly — xo||” und Bg(xo) mit R > 0 eine Kreisscheibe um xy im R™. Die Funk-
tion f ist in Bgr(zo) \ {zo} stetig und hat eine Singularitit in zo. Wir betrachten nun
die Funktion

_ Jfy) y € Br(wo) \ Be(wo)
Jly) = {0 y € B.(zo).

Die Funktion f(y) ist beschrénkt und stetig in Bgr(xo) \ B:(xo), also auch integrierbar.
Da folgende Identitét:

/ fly)dy = / f(y)dy
Br(z0)\Be(zo) Br(zo)

gilt, erhalten wir die Integrierbarkeit von f. auf Bg(zg). Weiters ist f. > 0 und die
Folge (f.) in Bgr(zo) monoton wachsend. Um den Satz von der monotonen Konvergenz
anwenden zu konnen, miissen wir noch zeigen, dass die Folge der Integrale || Br(zo) fe(y)dy
beschrankt ist. Wir kénnen, da die Integrale fBR(IO) fe(y)dy existieren, den Satz
verwenden. Fiir die Transformation gilt mit r = ||y — x|, { = 2=, dass f(xg+ 1) =

ly—zoll?
f(y) = r7. Damit erhalten wir:

/BR(IO) f-(y)dy = /ER </S_ TTdO(g)) ety
- /ER (] 1do<§>)/w+n—1dr

N

-~
=Wwn

R
_ w
= wn/ rT Ny = — (RMT — ")
c T+n

Da 7+ n > 0, existiert der lim._,o [ Br(zo) f-(y)dy. Daraus erhalten wir insbesonders
die Beschrianktheit der Folge. Somit erhalten wir mit dem Satz von der monotonen

Konvergenz 2.4 :
Wn

/ f(y)dy = lim f-(y)dy = ——R™"",
Br(zo)

e=0 J By (o) n+rT

was zu zeigen war. O



Nun kommen wir zu einem wichtigen Satz, der es uns unter gewissen Bedingungen
erlaubt, den Limes und die partiellen Ableitungen zu vertauschen.

Satz 2.10. Sei G C R" offen und (fn),en € C'(G) eine Funktionenfolge. Es gelte
weiters, dass (f,) — f punktweise konvergiert fiir n — oo und % (fn) = gi gleichmdifig

konvergiert fir n — oo und i € {1,...,n}. Dann ist f € CY(G) und es gilt a%if =g; €
C%@Q) fir allei € {1,...,n}.

Bemerkung 2.11. Es sei (f,),cy eine Folge stetiger Funktionen auf G. Wenn (f,) (lokal)
gleichmifig gegen f konvergiert, dann ist f stetig auf G.

Wir kénnen uns nun Folgendes iiberlegen, um ein noch stirkeres Resultat dieses Satzes
zu bekommen. Angenommen wir wissen wie im Satz [2.10] dass (f,) — f punktweise
konvergiert, aber nur, dass % (fn) — gi lokal gleichmékig konvergiert. Das heifit, es

gibt zu jedem x € G ein R > 0, sodass % (fn) — g; auf Bgr(x) gleichmékig konvergiert.
Nach Satz erhalten wir, dass auf der offenen Kugel Bg(x), %f = ¢; gilt. Wenn

G wegweise zusammenhangend ist, dann gilt % f = g; auf G. Aus dieser Uberlegung
heraus konnen wir eine Folgerung von Satz formulieren.

Folgerung 2.12. Wird im Satz fiir G zusatzlich gefordert, dass die Menge wegweise
zusammenhéngend ist, kann gleichméfig konvergent durch lokal gleichméfig konvergent
ersetzt werden und die Aussage bleibt richtig.

Da wir vor allem mit parameterabhéngigen Integralen arbeiten werden, formulieren
wir zwei wichtige Satze.

Satz 2.13. [6]] (Stetigkeitssatz)
Es sei X ein metrischer Raum, T CRF, f: X x T — R und es gilt:

(i) Fir jedes x € X sei f dber T integrierbar.
(i1) Fir jedest € T sei x — f(x,t) stetig.

(11i) Es gibt eine auf T integrierbare Funktion © mit |f(x,t)| < O(t)
fir alle (x,t) € X xT

Dann ist die durch Integration erhaltene Funktion F(x) := [, f(x,t)dt stetig auf X.

Der Beweis des Stetigkeitssatzes erfolgt mit Hilfe des Satzes der majorisierenden Kon-
vergenz (Satz von Lesbeque).



Satz 2.14. [6](Differentiationssatz)
Sei X CR" offen, T CRF, f: X xT — R und es gilt:

(i) Fir jedes x € X sei f dber T integrierbar.

(i1) Fir jedest € T ist v — f(x,t) stetig differenzierbar.

(11i) Es gibt eine auf T integrierbare Funktion © mit ‘%(w,t)‘ < O(t)
fir alle (z,t) € X x T und j € {1,..,n}.

Dann ist die durch Integration erhaltene Funktion F(x fT x,t)dt stetig differen-
zierbar auf X.
Weiters gilt fir jedes v € X, dass die Funktion t — 5 f(m t) integrierbar ist und

OF of

5 @ = | gy @0

Den Differentiationssatz beweist man mit Hilfe des Schrankensatzes der Differential-
rechnung, dem Satz von Lesbeque und dem zuvor formulierten Stetigkeitssatz.

Im Folgenden wollen wir noch definieren, wodurch harmonische Funktionen ausge-
zeichnet sind, und die Singularitdtsfunktion als harmonische Funktion untersuchen.

Definition 2.15. Eine Funktion heiftt auf einer offenen Menge G C R™ harmonisch,
wenn v € C?(G) und Au = 0 ist.

Lemma 2.16. [1] In R™\ {0} l6st die Singularititsfunktion:

sp(x) = {—%ln(HxH), wenn n = 2

die Potentialgleichung As, = 0.

2
—(né)wn x| sonst.

Das heif$t s, ist harmonisch in R™ \ {0}.

Im Folgenden verwenden wir die Singularitdtsfunktion in zwei Variablen:

>=In([lz —y|), wennn=2
(y,2) =
(

- Q)w_n |z —y||*" sonst.

Definition 2.17. [I] Eine Funktion ®(y, z) = s,(y, ¥) + ¢(y, ) heikt Grundldsung von
Ah = 0 zum Gebiet G C R", falls fiir feste 2 € G die Funktion ¢(.,z) € C* (G) und
¢(.,z) in G harmonisch ist.

Dabei bezeichnet C* (@) mit £ € N den Raum der k£ mal stetigen Funktionen, welche
sich inklusive aller Ableitungen auf den Rand stetig fortsetzen lassen. Zur Erinnerung:

eine Funktion h ist in z stetig fortsetzbar genau dann, wenn der Grenzwert lim h(x)
T—T0

existiert. Nun sind wir in der Lage, den Satz iiber die Darstellungsformel von glatten
Funktionen in Normalgebieten zu formulieren.



Satz 2.18. [1/(Darstellungsformel) B
Sei G C R" ein Normalgebiet und sei u € C? (G) Dann gilt fir x € G die Darstellungs-
formel:

o) = [ (00520 - utn) G o)) = [ @(00) )

wobei © eine beliebige Grundlisung zu Ah = 0 zu G ist. s(y) bezeichnet den dufleren
Normaleneinheitsvektor an 0G im Punkt y € 0G.

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit einer Losung von ([1.1)) benétigen wir das schwache
Maximumsprinzip.

Satz 2.19. [1] (Schwaches Mazimumsprinzip) -
Es sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet. Falls F € C° (G) in G harmonisch ist, gilt

min /' = min F' und max F' = max F.
G oG G G
Des weiteren brauchen wir noch den Begriff der superharmonischen Funktionen und
des reguldren Randpunktes.

Definition 2.20. [I] Sei G C R" offen. Eine Funktion u: G — R heift superharmonisch
in G, wenn u € C°(G) ist und es zu jedem xy € G einen Radius R > 0 gibt, so dass fiir
alle p € [0, R] gilt u(zo) > —2= faBP(m) u(x)do(x).

wppn—t
Definition 2.21. [I] Ein Randpunkt 2y € 0G heit reguldr, wenn es eine in G superhar-
monische Funktion ¢(y,z) gibt, sodass: yli_g:l0 ¢(y,z0) = 0 und inf, o\ 57 (40) 2(¥, 20) > 0

fiir jedes € > 0 ist. Eine solche Funktion bezeichnet man auch als Schrankenfunktion
zum Randpunkt xg.

Jetzt konnen wir einen Eindeutigkeits- und Existenzsatz fiir die homogene Poisson-
gleichung angeben. Dieser und weitere Sitze ermdoglichen es uns, im Hauptteil die inho-
mogene Poissongleichung ([1.1)) unter gewissen Voraussetzungen zu losen.

Satz 2.22. [1/ Fs set G C R™ ein beschrinktes Gebiet, das nur requldre Randpunkte
besitzt, und es sei g € C° (0G). B
Dann gibt es genau eine Lisung u € C° (G) N C%(G) des Randwertproblems

Au =0 in G und u = g auf 0G.



3 Hauptteil

Im Hauptteil wird folgende Vorgehensweise gewéhlt: Zuerst definieren und analysieren
wir das Newtonpotential und zeigen danach, dass unter bestimmten Voraussetzungen
dieses Potential eine Losung der inhomogenen Poissongleichung (L.1)) darstellt.

Definition 3.1. Es sei f auf G C R" integrierbar.

Dann heifit
() = {—— fowlle — ) Sy, wenn =2

—n (3.1)
(n—12)wn f(; |z — yH2 f(y)dy sonst

fiir x € G das Newtonpotential von f.

Wir wollen nun die Eigenschaften des Newtonpotentials so wie der partiellen Ablei-
tungen unter gewissen Voraussetzungen untersuchen. Dafiir formulieren wir folgenden
Satz.

Satz 3.2. Sei f € C°(G) und supg|f(y)| < oo. Dann ist das Newtonpotential w €
o (G) NCYG) und die partiellen Ableitungen sind gegeben durch:

8_w _ _i Ty —Yi
e g R A (32)

firx € G undi€{l,..,n}.

Wir werden den Beweis dieses Satzes fiir n > 3 fiihren, fiir n < 3 ist der Beweis
ahnlich.

Beweis. Vorerst zeigen wir, dass die Integrale in und existieren. Dafiir geniigt
es zu zeigen, dass sie beschrénkt sind. Dazu betrachten wir das Integral iiber G\ B, (z) mit
r > 0. Dann gilt im Falle von fir & € G, dass ||z — y||>™" f(y) stetig und beschréinkt
auf der offenen und beschrinkten Menge G'\ B,.(z) und somit integrierbar ist (nach Satz
. Wenn wir nun zeigen kénnen, dass das Integral wn(i_m fG\BT(x) |z —yl|>™" f(y)dy
beschriankt ist mit einer Konstanten C' unabhéngig von r, erhalten wir fiir »r — 0
die Existenz des gewiinschten Integrals. Bei dieser Argumentation verwenden wir den
Satz der monotonen Konvergenz wobei wir die monoton wachsende Funktionenfolge
() = (lz =yl f(®)) | g betrachten.

Es sei d(G) = sup,, ,,eq |71 — 22| der Durchmesser von G. Es gilt d(G) < oo, da G
beschrinkt ist. Sei « € G beliebig aber fest, dann gilt:

1 / 2—n 1 2—n
— |z —yl|"™" fly)dy| < ————sup|f(y)] |z =yl " dy
wn(n = 2) JaBrm wp(n—2) ¢ G\B, (2)

St(l;plf(y)l lz = yl* ™" dy.

~ wa(n—2) Bac)(2)



Die letzte Abschitzung gilt, da G C Byg)(x) (dies gilt auch wenn x € 0G) und wir aus
der Folgerung aus dem Transformationssatz wissen, dass dieses Integral existiert.
Weiters erhalten wir damit:

T o 1T | < g )] G
_ %sgp o

Damit ist die Existenz des Integrals in (3.1)) (fiir n > 3) gezeigt. Weiters zeigen wir, dass
das Integral in (3.2)) fiir € G existiert. Dabei verwenden wir das gleiche Argument wie
fiir die Existenz von ({3.1)):

1 Ti — Yi 1 |z; — il
—/ ﬁf(y)dy‘ < —sup|f] TPt
Wn JG\B(2) |z -yl Wn @ Byc)(z) |z =yl

1 —n
< —sup|f] lz —ylI' ™" dy.
Wn G Bya)(z)

Der letzte Schritt folgt aus G C By)(z) und |z; — y;| < || — y||. Wiederum verwenden
wir die Folgerung [2.9 und bekommen damit:

1 / Ty f(y)dy’ < d(G)sup|f].
G\ ¢

wn Jo\Br@ Iz =yl

Wir miissen noch zeigen, dass w € C° (G) N C*(G) und die partiellen Ableitungen von
w(zx) durch gegeben sind.

Dafiir verwenden wir eine geeignete Abschneidefunktion € C'(R) mit den folgenden
Eigenschaften: 0 < n < 1, n(s) = 1 fiir |s| > 2, n(s) = 0 fiir |s|] < 1 und |n/(s)| < 2.
Dazwischen ist die Funktion glatt (stetig differenzierbar) verbunden(dies kann mit einer
Polynominterpolation dritten Grades erreicht werden). Betrachten wir nun 7.(s) := 7 (£)
mit € > 0. Wenn wir s = ||x — y|| setzen, erhalten wir folgende stetig differenzierbare
Funktion:

0 fiir |z —y| <e

1 fiir lz—y| > 2e

n-(llz —yll) = {

und [n/([|z — yl|)| < 2 (Abbildung [1).
Damit kénnen wir nun das geglittete Newtonpotential fiir 2 € G definieren. Fiir € > 0
ist 1
2—n
(r) = ——mr — - - dy.
welo) = g [l =l e (e = i) Sy

Die Existenz dieses Integrals erhalten wir aus der Existenz von w. Damit haben wir die
Singularitat fiir y = x entfernt. Es gilt fiir alle z € G:

|w(z) — we(x)] <

gl [ e =y 1= (e i)

10



Abbildung 1: Abschneidefunktion 7).

Fiir ||z —y|| > 2¢ ist |1 —n. (||]z — y||)] = 0, darum geniigt es, das Integral auf Bo.(z)
zu betrachten. Dort gilt [1 —n. (||l —y||)| < 1. Weiters verwenden wir wiederum die
Folgerung und erhalten:

w(z) — we(z)] < )Sgplf(y)l lz —ylI* " dy

wn(n — 2 GNBs. (z)

IN

1 2—n
———sup | f(y)| |z —yl|" " dy
wn(n —2) @ Bo.(2)

= el

Damit bekommen wir, dass w, gleichmifig auf G gegen w konvergiert.
Wir zeigen nun, dass w,. fiir feste ¢ > 0 stetig auf G ist. Dazu verwenden wir den
Stetigkeitssatz [2.13] Wir betrachten dazu:

he(z,y) = llz — yII” " ne (l= — yll) f().

Die Integrierbarkeit von h. iiber G fiir feste x € G, haben wir uns vorher bereits iiberlegt.
Die Funktion h.(z,y) ist fiir feste y € G stetig auf G, was wir durch die Abschneide-
funktion erhalten haben. Weiters gilt fiir alle (z,y) € G x G:

[he(@, y)| < sup [ ()l [lz — ylI>" ne(lz = wl)

< sup |fy) >

Wobei die letzte Abschétzung aus der Tatsache folgt, dass n.(||x — y||) = 0 fiir ||z — y|| >
e und |n.| < 1. Also ist h. beschrénkt.

Damit erhalten wir mit dem Stetigkeitssatz dass w. stetig auf G ist. Da w, gleich-
mihig auf G gegen w konvergiert, erhalten wir die Stetigkeit von w auf G. Betrachten wir

nun die partiellen Ableitungen von w.(z). Dazu verwenden wir den Differentiationssatz
2.14] h. ist stetig differenzierbar fiir alle z € G (durch 7. erzwungen). Um den Differentia-
tionssatz anwenden zu kénnen, miissen wir noch zeigen, dass die partiellen Ableitungen
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von h. beschrinkt sind fiir alle x € G. Die partiellen Ableitungen fiir « = 1,...,n sind
gegeben durch:

a%he(x,y)z—f(y)(n—@”x e =) + )= at e = .

Nun zeigen wir die Beschranktheit der partiellen Ableitungen.
9 [l —yll [l —yll

et <sup -2 (e -y + LI o - o)
Z; €] I [z —yll

Fiir ||z —y|| < e gilt . = 0 und 1. = 0 und fiir |z —y|| > e gilt n. < 1T und . < 2

Somit erhalten wir die Beschranktheit.

tten| < swll -2 (55 + 25 ).

671

Das heifst, fiir festes € > 0 sind die Voraussetzungen erfiillt. Damit erhalten wir w.(z) =
O 2)w fG (x,y)dy € C' (G) und fiir die partiellen Ableitungen von w, gilt:

0 1 0
a—;@ws@ Tad A a—’W

/ iy ”nng<||x yl)dy

wnn—2 /Hx Hn 17]6(” _yH)f(y)dy
/f dy () + Ly (e),

wobel

/ ) = (e = wl) = 1)y

12<e>=wn(n_2) / Hx_y||n,1n€<||x—y||>f<y>dy

Wir werden im Folgenden zeigen, dass lin(l) Ii(e) = lin(l) I(e) =0 fiir z € G gilt.
E— E—
Fiir [;(e) konnen wir folgende Abschétzung finden:

2 —
L(e )!<—sup!f \/| Ine(llx—yll)—l\dy
1 1-n
<L s lfw) Hx—yH dy
Wn G GNBac(z)

1 “n
<L s lr) / o — gl dy
Wn G Bae(x)
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Dies gilt, da. [n.(lz — yll) — 1| = 0 fiir [l — || > 2¢ und (e —yll) — 1] < L Wir
verwenden die Folgerung [2.9] und bekommen

|I1(e)| <2esup|f(y)] — O fiir e — 0.
a
Fiir I»(e) gilt:

() < —— spu|/” ﬂJﬂMww@

(

2 .
S—SUP|f( )l |z —yl|” " dy
n(n —2)e GNBse (2)\Bx (@)

e e LAY RPN a2

Dies bekommen wir, da . = 0 fiir ||z — y|| < € und ||z — y|| > 2¢ bleibt noch Ba.(x) \
B.(x), wo nach Konstruktion || < 2 gilt. Die Verwendung der Folgerung liefert:

1
L) < ——— Ly
12(6)] < G gyme S 1 W) wngde
4
- (n—2) S‘ép|f(y)|€—>0fﬁrg—>0‘
Hiermit erhalten wir fiir x € G
‘3 /f ||x dl/‘ < |L(e) — I (e)]

< |L(e)| + [11(e)]
< CE.

Da C' unabhingig von x ist, erhalten wir:

3wm+iéﬂwi—rﬂ<&

S
s ox; W |z —

zeG

Das bedeutet, dass %ws fiir alle 7 € {1,...,n} gleichméfig auf G gegen das Integral in

(3.2) konvergiert. Wir wissen bereits, dass w. gleichmifig auf G gegen w konvergiert
und damit insbesondere auf G. Somit erhalten wir mit Satz [2.10, dass M e C°(G)

fir i = 1,...,n und durch (3.2) geben ist. Damit ist w(z) € C° (G) N C* (G) O

Bemerkung 3.3. Es gilt sogar w(z) € C* (6) Dafiir miissen wir uns iiberlegen, dass sich
die partiellen Ableitungen stetig auf den Rand fortsetzten lassen. Dazu verwenden wir
eine Glittung der ersten Ableitungen und zeigen, dass diese gleichmiiRig auf G gegen
aiziw(x) konvergiert. Da die Glittung stetig fiir alle € G ist und wir gleichmiRige
Konvergenz haben, erhalten wir die Stetigkeit von a%iw(x) fiir # € G. Damit sind die
partiellen Ableitungen des Newtonpotentials in G insbesondere stetig auf den Rand von

G fortsetzbar.
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Des Weiteren wollen wir erreichen, dass w € C? (@) ist. Dafiir miissen wir stirkere
Anforderungen an f stellen: f muss nicht nur stetig, sondern auch (lokal) hélderstetig
sein. Damit kommen wir zur folgender Definition.

Definition 3.4. (Holderstetigkeit)

Es sei G C R" eine offene Teilmenge. Dann heifst v : G — R holderstetig im Punkt
xo € G mit Holderexponenten « € (0, 1], wenn Folgendes gilt:

Es gibt Konstanten L., > 0 und r,, > 0, so dass fiir alle 7,y € B,, (zo) NG gilt:

u(z) — u(y)| < Ly, [z =yl
Hierbei hangen die Konstanten L,, und r,, von z, ab.

Wir kénnen uns nun leicht iiberlegen, dass die Holderstetigkeit eine starke Bedingung
an eine Funktion ist und Stetigkeit impliziert. Dazu formulieren wir folgendes Lemma.

Lemma 3.5. Ist G C R" offen und u : G — R hélderstetig in xqg € G mit Hélderexpo-
nenten o € (0,1], so ist u stetig in xo € G.

Aus dieser sehr allgemeinen Definition der Holderstetigkeit, konnen wir die Holders-
tetigkeit auf kompakten Teilmengen von G folgern.

Lemma 3.6. Ist u : G — R an jeder Stelle oy € G hélderstetig mit Exponenten o €
(0,1], dann ist u lokal hélderstetig mit Fxponenten «. Das heifst, fir jede kompakte
Teilmenge K C G gibt es eine Konstante L > 0, so dass fiir alle v,y € K gilt:

u(z) —u(y)| < Li |z —y[*
Beweis. Wir fithren den Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen an, es existiere eine
kompakte Teilmenge Ky C G und Folgen (z,)neny und (y,)nen mit:
() = w(yn)| > 1|20 =yl (3.3)

Wir haben uns im obigen Lemma bereits iiberlegt, dass u stetig in G ist. Das bedeutet u
ist insbesondere in der kompakten Menge K stetig und damit auch beschrinkt. Damit
erhalten wir:

1 1
n - In “ < = n) n)| < _S
0 = g™ <~ Juln) = uln)| < -
fiir eine passende Konstante S. Damit folgt:

lim (z, —y,) =0 (3.4)
n—oo
Da K, kompakt ist wissen wir, dass die Folgen x,, und y,, in K konvergente Teilfolgen be-
sitzen, welche einen Grenzwert in K besitzen. Diese seien a,b € Ky mit lim,, o Zym) = a
und lim,, . Yy(n) = b. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass ¢ = 1 gilt. Nach
der Uberlegung muss damit nun a = b gelten. Wir bezeichnen den gemeinsamen
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Grenzwert nun mit z € K. Nach Voraussetzung wissen wir, dass u holderstetig in z ist.
Das heift, es existieren Konstanten L, > 0 und r, > 0, so dass fiir alle z,y € B,_(2) NG
gilt:

u(z) = u(y)| < L. [l — y[|*
Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme , da fiir n hinreichend grok x,(,) und
Yo(n) € By, (2) liegen. O

Des Weiteren wollen wir die lokal holderstetigen Funktionen auf G noch genauer be-
trachten. Die Menge der in G lokal holderstetigen Funktionen bezeichnen wir mit:

Co(G) ={v: G — R | wvist in G lokal hélderstetig mit Exponent o}

Wir werden weiters folgende Bezeichnung verwenden:

|u(z) = u(y)|

[Ulgoage) = Sup : (35)
OO syerary w =yl

Bemerkung 3.7. Der in (3.5) definierte Ausdruck ist fiir v € C%*(G) und K C G

kompakt endlich, da W < Lk fiir alle x,y € K gilt, wobei Ly die Hélderkonstante

fiir die kompakte Menge K ist. Insbesondere gilt: Sei r > 0 und 2 € G mit B,(z) C G
und f € C%(@G), dann ist | fleoam. @) < ’f’CM(T(z)) < 00, da B,(z) als abgeschlossene

und beschriankte Menge kompakt in G ist. Das heifst, dass |f|Co,a(Br( ) endlich ist.

xT

Die lokale Holderstetigkeit ist eine stiarkere Bedingung als die Stetigkeit.
Lemma 3.8. Sei f € C%*(G) mit G C R" offen, dann ist f stetig auf G.

Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir jetzt die zweiten partiellen Ableitungen des
Newtonpotentials berechnen. Dazu formulieren wir folgenden Satz:

Satz 3.9. Sei G C R™ offen und beschrinkt, f € C**(GQ) und supg | f(y)| < oco. Dann
ist w € C?(G) und die zweiten partiellen Ableitungen von w sind gegeben durch:

We,e. () = — 1 / (5i,_n:ci—yl- xj‘%) f(y>_f(f)dy
K2V} j _ _ _
wn Jaq Iz =yl l= =yl ) lly — =]

L / Y () do(y) f(x) (3.6)

wn Joco Iz = yl"

fir x € G und i,j € {1,...,n}. Dabei ist Gy ein beliebiges Normalgebiet mit G C Gy.
Die Funktion f wird auf Gy trivial fortgesetzt, das heifsit f(x) = 0 fir x € Go \ G. Die
duflere Normale beziiglich Gy wird mit s bezeichnet.

Zur Erinnerung: ¢;; bezeichnet das Kronecker-Delta. Auch diesen Satz beweisen wir
fiir n > 3. Fiir die anderen Fille kann der Beweis beinahe analog gefiihrt werden.

Bemerkung 3.10. Wenn nun G selber ein Normalgebiet ist, kann fiir Gy auch G gewéhlt
werden. Dabei bleiben die Aussagen des Satzes sowie der Beweis richtig. In diesem Fall
benotigen wir keine triviale Fortsetzung von f auf Gj.
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Beweis. Da f nach Lemma stetig auf GG ist und die Voraussetzungen von Satz
erfiillt sind, ist w € C° (G) N C* (G) und die ersten partiellen Ableitungen sind durch
(B3-2) gegeben, welche wir mit v bezeichnen. Wenn wir f(y) = 0 fiir y € Gy \ G setzen,
erhalten wir die Identitét [, f(y)dy = [, f(y)dy. Nun kénnen wir auch fiir die anderen
Integrale GG statt G verwenden

Mit den gleichen Bezeichnungen wie in bezeichnen wir mit v. eine Glattung der
ersten partiellen Ableitungen von w mit i € {1,...,n}.

S L mw
e =~ [ e - ) )y

fiir x € G.
Vorerst werden wir zeigen, dass v. — v fiir ¢ — 0 gleichméfig konvergiert. Es gilt fiir
alle z € G folgende Abschitzung:

ona) = o) = |- [ T ) (1= el =yl

1 “n
< —sup|f] |z —y|' " dy
Wn G Bac ()

<sup|f]2e.

Damit erhalten wir die gleichméfige Konvergenz auf G.
Nun wollen wir die partiellen Ableitungen von v. berechnen, dazu verwenden wir den

Differentiationssatz 2.14 Wir setzen
T

—Yi
he(,y) : H$_mwmmx yl)-
Wir wissen aus Satz dass he(x,y) f(y) fiir feste x € G integrierbar iiber G ist. Diese
Eigenschaft bleibt bei Integration iiber G erhalten, da ja das Integral aukerhalb von G
null ist. Weiters ist h.(z,y) f(y) fiir feste y € G stetig differenzierbar, was wir durch die
Abschneidefunktion erhalten. Um den Differentiationssatz anwenden zu kdnnen, miissen
a%jhg(x?y)f(y)’ beschrinkt ist auf G.

wir noch zeigen, dass

i . _ 0 Ti — Yi v yi 0 v
hel.) <Qu— =) el =9l + 2 e o)

r, 92, \Tr ol [
— Y Tj— Y ) 1
= (5 - .l — o)
(=) e
Ti— Y Tj3—Y; 1 /
E (e~ o)) (37)
o= ol Te—oll Ty — ol
Es gilt
0 1 1
) D n(|lz — B
b ()| < (04 D ol =)+ st o))
1 2 1
< ((n + 1)5_71 + €—n> (TL + 3) on’ (38)
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dan. <1, i) < 2 und 52 h(z,y) = 0 fiir flo — yl| < e ist
Das bedeutet | 32 e (z,y)f(y)| < Cosupg |f(y)] ist, also fiir festes € beschréankt. Mit dem

leferentlatlonssatz folgt jetzt v. € C'(G) und ng_ = —j fGo % (he(z,y)) f(y)dy (da
f(y) ein Skalar fiir die partielle Ableitung nach z; ist). Um die partiellen Ableitungen
zu berechnen beriicksichtigen wir, dass

a% (o)) = —8i (he(z.9). (3.9)
Damit kénnen wir fiir z € G fortfahren:
o 3 o () S0y
- Goaiijx,y))f(y)dy
= [ o lea 60 = e+ [ () )

1 1
=—1 —I :
1)+ S-h(E)f @)
Wir betrachten I5(e) und wollen den Gaufschen Integralsatz verwenden. Dafiir miissen
wir zeigen, dass die geforderten Voraussetzungen erfiillt sind. Fiir festes z € G gilt:

he(x, y) € C° (Gy) N C*(Gy) aufgrund von 7..

Aus und (3.9) folgt, dass ‘8—% (he(a:,y))‘ < C. und damit fGo ‘8%]_ (he(a:,y))‘ dy <
oo. Weiters ist Gy ein Normalgebiet. Jetzt konnen wir den Gaufischen Integralsatz
anwenden, wobei s(y) dufere Normale beziiglich Gy ist. Wir withlen ¢ > 0 so klein, dass
|z —y|| > 2¢ fir x € G und y € 0G, gilt. Dies ist moglich, denn fiir feste x € G ist,
inf,caq, |z — y|| = 1 > 0, da G C G offen ist (Diese Aussage bleibt giiltig fiir den Fall,
dass G ein Normalgebiet ist und Gy = G gewéhlt wird.). Nun wéhlen wir ¢ > 0, so dass
w > 2¢ ist. Damit folgt, dass n.(||x — y||) = 1. Insgesamt erhalten wir damit:

- T; v s, o _ Ti —Yi o _
bE) = [ el iy miol) = [ s o). 310

Go HI y|
Damit gilt insbesondere hII(l) I(e faGo [la— yHnSJ( y)do(y).
Betrachten wir noch einmal (§ . Fiir ||z — y|| > 2¢ gilt:
0 — Y ;=Y 1
~—h (xay): (52 . ]) n-
O~ ’ ||i'3—y|| Iz =yl lly = =]

Dies veranlasst uns, folgendes Integral zu betrachten

[m:ié(% 2 —Yi Ty = %)ﬂw—ﬂ@@

!x —ylllz=yll) lly—=
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(fiir z € G) und zu hoffen, dass I;(e) — [y fiir ¢ — 0 konvergiert. Dafiir miissen wir
vorerst die Existenz von Iy zeigen. Es sei « € G beliebig.
Wir withlen § > 0, so dass Bs(x) C G. Dies ist moglich, da G offen ist. Damit folgt, dass

auf der offenen Menge Gy \ Bs(r) die Funktion <6i- — pi xj_yj) LW ) Yegchriinkt

n
le=yll lz—yll ) lly—l"

und stetig ist, da ||z — y|| > ¢ ist, fiir alle (z,y) € G X Gg \ Bs(z). Somit erhalten wir
mit Satz die Integrierbarkeit der Funktion fiir feste x € G iiber Gy \ Bs(x). Auf
Go N Bs(xz) = Bs(x) konnen wir folgende Abschétzung finden:

/ (%1ﬂ$ﬁ_yi%jﬂﬁ>f@)_fg%@
By(a) Iz =yl l= =yl lly — 2]

< /B 1) @y =l

|f($) - f(y)‘ a—n
1 S |l — d
R T
<m+1)sup LA IOy eng,
Bs(z) ||1’ y” Bs(x)
(n+1)w

= fleoa(ps) 8

Hierbei haben wir verwendet, dass f holderstetig auf G und somit |f| CO.0(By(x)) < OO ISt
Mit der Folgerung bekommen wir die letzte Zeile.

Da das Integral o auf Bs(z) beschrinkt ist, erhalten wir die Existenz von I auf
dem Normalgebiet GGy. Wir sind jetzt in der Lage folgende Behauptung fiir z € G zu
formulieren : lim /() = I1o

e—0
Aus (3.7) und (3.9) folgt:

a5 \17. = T T __n 5ij -n :
dy; \ llz —yll ly — | |z =yl [z =yl

Damit konnen wir I;y nun folgendermafen schreiben:

fo= [ o (50 () - )y

Go Oy; \lz —y[I"

Jetzt konnen wir abschétzen:

[ o (s tendle =) - 5 (s )| v - f(x))dy]

_/G ; (Mmux_y”)_l)) (f(y)—f(x))dy'.

o Oyi \llz —yl"

[11(e) — Lo| =
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Fir ||z —y|| > 2e gilt (n-(||x — y||) — 1) = 0. Wir kénnen nun ein g5 > 0 wihlen mit
B, () C G, da G eine offene Menge ist. Wenn wir nun € < ¢y wéhlen, erhalten wir
damit:

[11(e) — Lol

O Y il — u o
<[ o (=t ot = =0 ) [ L2 ja =iy

|f(y) — f(z)] 0 i = Yi ol — oyl
il AN (2 e =) = ) e =l . (310

(63
BQE(I) ||£L‘ _yH BQe

Um eine von € unabhéing1ge Konstante zu finden, schitzen wir
| fleoa B |f|00a(32 () ab. Es gilt |f|00a(32 ) < da f holderstetig auf G

und Bs., (z) ) C G kompakt ist. Fiir die weitere Abschétzung betrachten wir:

o (e e -l - 1)
| () ot 1+ 2 D - y||>—1>'

Iy, —yl |z —yl|" Oy;
(me(llz —yl) = 1) Ti—Yi T =Y, Ti—Yi T,
:‘_ a =D (5. - A e T/ A( )
|z =yl lz =yl llz=yl/) llz—yl" |z -yl
(n+1) 2

Tz =yl el -y

Im letzten Schritt haben wir [n.(|lz —y[) —1] < 1, [nL(lz — y|)] < 2 und |z} — yx| <
|z — y|| verwendet. Aus (3.11)) folgt nunmehr fiir x € G:

[11(e) — Lol

< fleoa (Baey (@) /32 "

< fleoa(Borg @) (0 +1) </32 (2)

20 2a+2
= |f|Co,a(BQEO(m)) (n+1) {wnzs +w”a+ 1€ }

a—n 2 (e —-n
R e e I

a—n 2 « —-n
lo=uldy+ [ 2oyl ay)

Bae(z)

S C |f’co,a(3260($)> EO‘

Hier ist zu bemerken, dass die Konstante C |f‘00va(32 (@) unabhangig von ¢ ist.
€0

Weiters bezeichnen wir mit /4(;)(z) die rechte Seite von (3.6) fiir j € {1,...,n}. Damit
erhalten wir fiir € G und € > 0 hinreichend klein, sodass die Bedingungen fiir (3.10))
und (3.11) erfiillt sind:

0
'a—%va(x) — Ly ()

e+ L nere - Ln- - / s )dofn) £ (x)

Wh, Wh Wn, |z —y|"
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Nach (3.10) gilt, dass LIQ o faGO = y||ns] y)do(y). Damit folgt:

0 1 clf |co-,a(3280 ()

() — Loy (2)| = — |Li(e) — Lo| <
5 8) = La ()] = - 1(6) — hol < ——

£, (3.12)

Diese Ungleichung gilt fiir z € G. Unser Ziel ist es jetzt, lokal gleichmifige Konvergenz
der Funktionenfolge -2-v.(z) gegen I(;)(z) in G zu erreichen. Sei zy € G beliebig. Dann
J

gibt es ein rg > 0 mit B, (z¢) C G und B, (z9) C G. Wahlen wir gy > 0 hinreichend
klein, dann gibt es eine kompakte Menge K, in G, so dass fiir alle z € B, (x¢) gilt
Boe,(z) C K. Die Menge K, kann konstruiert werden durch eine passende Wahl von ry
und ey, so dass ro+2¢gg < d,, (G). Dabei bezeichnet d,,(G) = inf{||x — xo|| | = € 9G} den
Randabstand von zj in G. Damit ist gesichert, dass B, 2., (79) C G. Wir kénnen nun
K., = Bryi2e0(T0) Wéhlen und bekommen die obige Aussage. Damit folgt fir z € B, (),
dass |f\COQ(B2 ) < |f]00a( )= Lk,,, wobei Ly, die Holderkonstante beziiglich

K,, ist. Wir erhalten damit gleichmiifige Konvergenz auf B,,(z9), da nach (3.12) fiir
x € B, (z9) gilt:

Clfleos(poeg@) o _ Clic,

W, T Wy

a—xjvs(l’) — Iag(2)| <

Da zy € G beliebig war, erhalten wir lokal gleichméfige Konvergenz. Wir wissen bereits,
dass v.(x) gleichmékig nach - 8 w(z) auf G konvergiert und nach Voraussetzung G weg-
weise zusammenhangend ist. Mlt der Folgerung [2.12| erhalten wir, dass wy,,; durch I
gegeben und w,,,, € C°(G) ist. Also gilt w(z) € C*(G). O

Nach diesen beiden wichtigen Sétzen sind wir nun in der Lage, ein erstes Teilergebnis
zur Losung der inhomogenen Poissongleichung ([1.1)) anzugeben. Dabei ist zu beachten,
dass wir die Losung vorerst nur auf G' garantieren kénnen.
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Folgerung 3.11. Sei G C R", f € C%%(G) und supg |f(y)| < oco. Dann ist das New-
tonpotential w € C*(G) und eine Losung der Poissongleichung —Aw = f auf G.

Beweis. Wir verwenden dafiir die Formel fiir die zweiten Ableitungen des Newtonpoten-

tials (3.6).
—Aw(a:) = - Z wzzxz<x>
i=1

Ly (1-nlmzsy 1= f),

le =yl /) lly =

S [ s @t

L[ ) @) ()
ooy Ty—al’ E;O' 2)@

(. J

n

1 /8G ||I;Z(:m—yi>si(y)do(y)f(ac)

on BEAN=
__ L ey e
- Wn/ac;o -yl W) (3.13)

Hier haben wir verwendet, dass wir Summation und Integration fiir endlich viele Ele-
mente vertauschen konnen.

Wir miissen des Weiteren noch das verbleibende Randintegral untersuchen. Mit dem
Satz m gilt fiir u € C? (G_o) die Darstellungsformel fiir x € Gg:

ou 0P
) = [ (900550 = G 0) ) dots) = [ 0ly.5)Au(a)

wobei ® eine beliebige Grundlésung und s die dufere Normale an Gy im Punkt y € G,
ist. Wir wissen bereits, dass die Singularitdtsfunktion s, eine Grundlésung ist und setzen
® = s,. Weiters wihlen wir u(z) = 1 fiir x € Go. Dann ist Au = 0 auf Gy und die

Richtungsableitung von u in Richtung s, ‘Z—Z = 0 auf 0Gy. Damit erhalten wir:

0sy,

1= [ uly) G oty (3.14)
T

Die Funktion s, hat keine Singularitit, da y € 090Gy und v € G C Gy und somit

|z =yl > 0 ist.

Wir wissen, dass %2 (y,z) = (Vs,,,s) = >, 821_ <(n_12)wn |z — sz_”) si(y), wobei

Vs, der Gradient beziiglich y ist. Fiir die partielle Ableitung nach y; gilt:

2—n

) 1 o) 1 0 [ T R
%Qwﬂw“y“)‘mwmmxz@ W) = onle =yl

Jj=1
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Mit (3.14)) folgt nun:

n

1 x—y
1= [ 3 oty
8Go ; wy ||z =y
1 T —1vy, sy
Wn JoaGy Hl' - y||
Damit folgt fiir (3.13): —Aw(z) = f(z) fir z € G. O

Wir wollen nun auch noch erreichen, dass die zweiten Ableitungen des Newtonpoten-
tials holderstetig und damit insbesondere lokal holderstetig sind. Dafiir benotigen wir
zusétzliche Forderungen an G als auch an f. Dies fassen wir im folgenden Satz zusam-
men.

Satz 3.12. Sei G C R" ein Normalgebiet, f € C** (G) mit o € (0,1) und supg | f(y)| <
oo. Die zweiten partiellen Ableitungen des Newtonpotentials sind (nach Satz mit
Go = G gewdhlt) durch die Integralformel:

_ 1 =y =y fly) - flo)
Wrin, () = té<% ”m%wwm—mo U

o ly — "
L[ e
* o L Tyl 0o @) (3.15)

firx e G,i,j€{l,..n} und s dufere Normale beziiglich G gegeben.
Dann ist w € C**(G).

Beweis. Wir miissen %%w(m) € CY(@) fiir 1,7 € {1, ...n} zeigen. Wir verwenden die

Formel (3.15)) und die folgenden Abkiirzungen:

T, —Y;
P(z,y) = ———m=
|z —yll
1 T —Yi Tj— Y
o) = T (3, a0 B0
’ lz—yl" \7 e =yl |z =yl

fiir i, 7 € {1,..,n}. Damit erhalten wir fiir x € G-

e () =~ [ Py(i(y) — @)y + 2 [ Pie.y)s,()doly) (o).
Wn Ja Wn Joa
Wir wollen nun zeigen, dass die zweiten Ableitungen holderstetig sind. Daraus folgt mit
Hilfe des Lemmas die lokale Holderstetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen des
Newtonpotentials in G.
Es seien x, 2’ € Br(xg) mit R > 0 und Bsgr(xg) C G und z # 2’ mit xy € G beliebig.
Dies ist moglich da G C R™ offen ist. Der Fall x = 2’ ist fiir die Holderstetigkeit der
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zweiten partiellen Ableitungen klar. Wir setzen nun Z = (z +2') und ¢ = ||z — 2/[| > 0.
Dann ist 6 < 2R. Damit gilt fir i, € {1,...,n}:

i (000, (0) = 020, @)) == [ Py(o.0)(70) = £y
i /8G Py(z,y)s;(y)do(y) f(x)
i / Pij(a y)(f(y) — f(2'))dy
- /8 P y)sg (y)doy) ().

Fassen wir die Integrale nun anders zusammen bekommen wir folgenden Ausdruck fiir
die Differenz:

Wn (W2, (T) = Waya, (2)) Z/aG(Pi(m, y) — Pi(@',y))s;(y)do(y) f(x)
+ / P’ y)s;(y)do(y) (f(x) — F(z'))
(@)
- / Pyl y)(F(y) — f(x))dy
+ / Pyl y)(f(y) — f(2'))dy,

wobei wir die Linearitdt des Integrals verwendet haben. Wir konnen das Integrationsge-

biet in zwei Mengen aufteilen: (G N Bs(Z)) und G \ Bs(T).

Hierbei ist zu erwdhnen, dass folgende Identitét fiir eine auf einer Menge G integrierbare
Funktion h mit B,.(a) C G gilt: fBT(a) h(y)dy = fm h(y)dy.

Damit erhalten wir folgende sechs Integrale:

W (nis, (&) — s, (&) = / (R(w.9) = A 9)s ()dolo) )
+ / (e’ y)s;(y)do(y)(F () — f(z'))
oG
- [ Pyt - fa)dy
GNB;(3)

_ /G Py(a,y)(f(y) — f(x))dy

\B;(Z)
F [ R - Sy

GNB;s(T)
[ P - Sy

\Bs(7)
:Il+[2+[3+14+[5+[6'
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Um zu zeigen, dass die zweiten partiellen Ableitungen von w hélderstetig sind, miissen
wir die Integrale [; fiir j € {1,...,6} passend abschétzen.

Wir beginnen mit [;. Es gilt Br(xg) C Bsg(zg) C G. Damit kénnen wir fiir y € 0G
folgern:

[ =yl = [lzo = yll = [l — zoll = 2R — R > R.

Eine analoge Abschitzung gilt fiir 2. Wir erhalten ||z’ — y|| > R. Fiir die folgenden
Abschatzungen verwenden wir:

n—1
la” = b < la—b] Y la" " B[, (3.16)
=0

fiir a,b € R. Der Beweis dieser Ungleichung erfolgt mit Induktion.
Nun konnen wir abschéitzen:

Li — Yi T — Yi
|Pi(l‘7y)_Pi(x,7y>| = n o - n
lz —yll" 2" =yl
o T — @ T — Y Tp — Yi
le=yll" e =ylI" [l =yl"
o — 'l | (i =) ([ = yl" = llz — yl")

I"

e —yl” lz = ylI" 1= =y

Nun wenden wir die Ungleichung (3.16]) auf den zweiten Term des obigen Ausdruckes
an und bekommen:

|Pi(z,y) — Pi(2',y)| <[lz —2'[| ™"
n—1 n—i—1 7
=" =yl = llz — yll| 35 [I=" — vl |z =yl

+ |2’ —
|z =yl = —y|”
— |z — g -yl
<z —&| R+ ||lz — 2| |2’ — o
; 2" —ylI" [z —ylI"
n—1
_ —i—1 —n+i
=z — 2| R+ |lz — 2| ' =yl Y ll2’ = yll ™" o — gl
=0
n—1
<|lo— 2| R + ||lz — /|| o =y > RTIRT
1=0

<llw—a'| R + [l = /| [l = yllnR™
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Damit erhalten wir fiir die Abschédtzung von I:

| < /a IP(@) = Pyl s w)] dof) 1)

< sup \f(af)\/aG (BT + 12" = yllnR™ " |ls;(w)]]) do(y) ||z — 2|

Br(zo)
<swplf@) [ (R dGnR ) doly) o o'
G
< C(R ) o = o/~ o = /|
<G -7

Dabei haben wir verwendet: [s;(y)] < [ls(y)|| = 1, |2/ —y| < d(G) < oo, da G als
Normalgebiet beschriankt ist, und ||z — 2’| < 2R.
Fiir I, gehen wir folgendermafen vor: Es gilt | P;(z/, y)| < ||z’ — y||'~". Also folgt:

|1Iaf < /8G 2" =yl |s;(y)l do(y) |f (x) = f ()]

g @ =T
< [ Rordofy) DD - |

< CB)|flcoa(Bagny) 12 = I
< Co(R, f) |z = 2|1

Hierbei ist zu bemerken, dass |f]o. (BrGeo)) endlich ist.

o

Fiir I3 verwenden wir |Pjj(z,y)| < (n+ 1) ||z — y||”" und G N Bs(T) = B;(T). Es folgt:

| a—n
o lly— =" " dy
Bs(T) |y — |

<(n+1) ‘f’cova(m) /B

Dabei benétigten wir, dass Bs;(T) C Bsg(zo) C G und f € C% (@) ist. Jetzt wollen wir
eine Kugel um z finden, in der Bs(Z) enthalten ist. Sei y € Bs(T). Dann gilt:

ly — =" dy.
@

)

_ _ 1 3
ly =zl < lly =z + |7 =2l <0+ 3 |lo =2l = 56,

also Bs(T) C Ba,(x). Jetzt konnen wir die Folgerung 2.9 verwenden und folgern:

51 < 0 V) fleon(armmm) [ sl dy

3%5(50)
= C3(R, f)0" = C5(R. f) |z — /|I".

Analog konnen wir fiir das Integral I5 vorgehen (x und 2’ in vertauschten Rollen) und
erhalten:

| Is| < Cs(R, f) |l — 2] -
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Wir werden nun /4 und /g gemeinsam abschitzen. Dazu betrachten wir :

L= [ (R )(7w) = £) = Poe o) () — ) dy
G\Bs(T)

_ / (Pl 9) = Pyl )~ )y

[ Py - )y
G\B;(Z)
:Sl + SQ.

Auf dem Integrationsgebiet G \ Bs(Z) gilt: ||y — Z|| > § = || — 2'||. Damit kénnen wir
folgende Abschitzung finden:

_ _ _ 1 1
ly =2l 2 ly =2l = Iz — 2’| = lly = 7| = 5 lz = 2|| = 5 [l= = 2.

Hierbei wurde fiir T eingesetzt und die obige auf dem Integrationsgebiet giiltige Unglei-
chung verwendet. Wir fahren fort:

X

ly—all=[y—2 -2+ 2 2| >y -7 5 el > 5y~ 7

Ebenso gilt fir ||y — 2/||:
1
— 2> = — 7.
ly =/l > 5 lly -7
Als néchstes betrachten wir folgende Differenz:

[P« y) — Py(x,y)|

—n / -n Ti —Yi Tj—Yj Tp — Y :L';—yj
(e =l = " =l ™) = -

[z =yl |z -yl 12" =yl |2 — y
—n -n i — Y Tj—Yj T — Yi x;—yj
<[he =l = 1o =y 40 - n
o=l o™ o=l ol

=A; + As.
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Wir betrachten vorerst den Term A; und verwenden dabei die Ungleichung (3.16]).

a,  lla = ol =z =yl
=y T = " | |
I =yl = e =l S e =l =
=yl = yT"

n—1
—i—1 —n

<l =) Y !~y e =

=0

n—1 —i—1 1—n

1 _ 1 _

<le-213 (3lv-al) (51

=0

1 —(n+1) 1)
<(3) nlle-ly-al-,

Fiir Ay konnen wir folgendermafen vorgehen:

1 —n —n\ Ti =Y Tj—Yj
2t <|(Jo = ol = 1 =1 7) .

lz =yl = =yl
e =y Ti —Yi Tji—Y; i Yi T — Y
lz =yl llz =yl llz—ylllz'—yl
P it T ok R TR ok
|z =yl [la" =yl =" =yl [|+' =yl

:(A§W+A§W+A§O.

Wir werden nun diese drei Terme jeweils separat abschitzen.

1 —(n+1) (D)
<(3)  wlle-lly-al

Hierbei haben wir die bereits durchgefiihrte Abschiatzung fiir A; und ||T:;:zil| < 1 verwen-

1 —n _n
A < Jlla =yl = 1o’ =yl

det. Wir werden nun Ag) passend abschétzen:

/

AP < fo! g I\ 2 m 0
lz =yl [z —yll o' =yl
B lz =yl [lz—=yll [ =yl
SHf_yanfﬂ% (2% —y;) (2" = yll = llz = yll)
|z =y |z —yll 2" =yl
<Hy_ywncw—xﬂ+ﬂf—ymm—xﬂ>
- lz =yl [z =yl " —yll

=22 o — &' ly — 7.
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Hier wurde verwendet, dass auf dem Integrationsgebiet folgende Ungleichungen gelten:
ly—2'|| > 5lly—Z| und |y —z| > 5|ly —Z||. Auf analoge Weise kénnen wir eine
Abschétzung fiir Aég) finden. Insgesamt bekommen wir nun:

’Pij<x’,y) - Pij(x,y)’ <(C Hm _ le Hy _fH_(n-H)

fiir eine passende Konstante C' > 0. Nun konnen wir eine Abschétzung fiir .S; finden:

WASK;IBN%M—IM%wHﬂw—fWN@

\B;(T)
<Cllz—a'| [ lly=z """ f(y) - fa')| dy
G\Bs(Z)
<Cle—2 | Ny—2 "V (f ) — @]+ f@) — fa')]) dy
G\Bs(T)

<Oz —2 (s{” + SP) .

Dabeli sind:
—jja—(n f y)— f T
Sil):/ Hy_xH (n+1) ’ ( ) _(a)‘dy
G\Bs(T) ly — |
—|—(n f g _f ! — «a
S I T e
G\Bs (@) |z — ']

Wir beginnen mit 5. Da f € ¢ (G) und y € G\ Bs(%), erhalten wir: Tw-—r@l <

ly—=l*  —
|f|Co,a(5> < 00. Damit bekommen wir eine Abschétzung fiir Sfl):

1 —ja—(n
S < flona@y [ ly=al " dy

G\B;(7)

—jja—n—1
<Mflevege) [, =71y
n s (T

<Mlewagey [ ([, tdote)) o tar

Wn

_ - > a—2 — -
~lonag@yen | 1772r = flenne) 1o
< K0(R,f) o — ')

lz —a|*

fiir eine passende Konstante Ki(R, f). Im dritten Schritt dieser Abschétzung sehen wir
die Notwendigkeit fiir die Einschréinkung von « auf (0,1). Damit ist « — 2 < —1 und
somit das Integral beschrénkt. Bei diesen Schritten haben wir wiederum den Transfor-
mationssatz 2.8 verwendet.

Fiir sz) verwenden wir die lokale Holderstetigkeit von f in G. Damit gilt @1l <

[z—="]*
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| fleoa(Bypa)) < 00 Weiters ist [T —2/[|* = |3(z +2) —m’Ha = 3 |lz — 2||*. Damit

bekommen wir fiir sz)

1 —|—(n+1) e
< 5 Wlevmipaony [y =al" "Dy fle — )"
9 1/ 1C%(Bsr(20)) VRG]

S <

Betrachten wir [ AB @ ly — z|| """ dy. Durch eine #hnliche Rechnung wie in der Ab-
schitzung von Sfl) erhalten wir mit Hilfe des Transformationssatzes :

" 1
[ = dy < g ==
G\B;(T)

Damit folgt fiir SF)

2 a—1 a—1
s <X 5 U leoeyneo I = /17 = Ka(R, f) o = /|

Fiigen wir die Abschétzungen von Sfl) und SfQ) zusammen, erhalten wir fiir S:

[S1] < Cllz = /|| (K1 (R, f) + Ka(R, ) & = 2'|*
< Cug(R, ) o —2'|*

fiir eine passende Konstante Cyg(R, f).
Als néchstes wollen wir das Integral S, passend abschéitzen. Dafiir wissen wir bereits,
dass folgende Identitit gilt:

0 %‘—?/z‘) 0 (xz—yz)
Py(a,y) = )= ().
i(:9) axj(nx—yu oy \z =l

Weiters soll der Gauftsche Integralsatz|2.7| verwenden werden. Vorerst zeigen wir, dass die
Voraussetzungen erfiillt sind. Laut Voraussetzung ist G ein Normalgebiet. Des Weiteren
ist Bs(T) C G und daher auch G'\ Bs(7) ein Normalgebiet. Die Funktion y — P;;(x, y) ist
stetig differenzierbar in diesem Normalgebiet und stetig am Rand. Auf dem Normalgebiet

G\ Bs(7) gilt, dass — 2 ( ) fiir i € {1,...,n} beschrinkt ist. Damit erhalten wir

insbesondere,
R T —y; . . . >
dass fG\Bé@ By; (—H%m'n)‘ < oo ist. Wir bekommen aus diesen Uberlegungen und dem

Gaufschen Integralsatz:

0
Pyj(z,y)dy = —/ (—) dy
/G\Bg(a;) ! G\Bs (@) (91/] |z — yH

= —/ 7L%Sj(y)d0(y),
6]

G\ Bj () Hl’ - yH

o yll

29



wobei s(y) die dukere Normale beziiglich dem Normalgebiet G\ Bs(Z) ist. Wir wollen
zeigen, dass das Integral fa\% P;j(z,y)dy durch eine Konstante beschrankt ist. Wir

verwenden, dass auf diesem Normalgebiet ||y — z|| > 1 ||y — Z|| gilt. Wir betrachten:

[ nna < [ ol bl doty
G\Bs(T) 9G\B;(T)
1 1-n -
<(3 Iy 71" doly)
0G\Bs (@)
1 1-n L
<(3) [ Iy ot
oG
1 1-n .
+{3 ly =" do(y)
0B;(T)

=T +Ts.

Wir wollen nun diese beiden Integrale abschidtzen. Wir beginnen mit 77: Wir wissen, dass
ly—Z|| > R > 0 fiir y € 9G und OG eine kompakte Menge des R™ ist. Die Funktion
y — ||y — || " ist stetig auf G. Damit nimmt sie Ihr Maximum auf G an. Somit gibt
es ein M >0, so dass ||y — Z|| < M fiir alle y € 0G ist. Damit bekommen wir nun:

1 1-n 1 1-n R
T < (—) M [ tdofy) < (—) i
P o 2

mit einer passenden Konstante M > 0. Fiir 7} gehen wir folgendermafsen vor:

1-n
T < (g) o [ doty)
0B;(T)
1 1-n - - 1 1-n

Hierbei haben wir den Transformationssatz 2.8|fiir Randintegrale verwendet. Da wir jetzt
eine passende Konstante gefunden haben, erhalten wir damit endgiiltig das gewiinscht

Resultat:
f(x a
[N s e e
G\Bs () H

< Cao( B flon (momcy) I — /1
< Cig(R.f) e —|"

|Sa| <

Damit erhalten wir fiir die Summe der Integrale:

13+ Ie] < Cug(R, f) |lv — ||
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Fiigen wir alle Abschitzungen der Integrale I, ..., Is zusammen, erhalten wir fiir z, 2’ €

BR(Z'())
|We 0, (2) = W, ()| < K (R, f) [lo = 2'||*

fiir eine passende Konstante K (R, f) > 0. Da zy € G beliebig war, erhalten wir die
Holderstetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen des Newtonpotentials in G. Wie am
Beginn des Beweises erwéhnt, erhalten wir mit dem Lemma 3.6 die lokale Holderstetigkeit,
der zweiten partiellen Ableitungen des Newtonpotentials. O

Bemerkung 3.13. Wir konnen den Satz auch anders formulieren. Dabei geniigt es,
dass G C R" ein beschranktes Gebiet ist. Dafiir benttigen wir stirkere Voraussetzungen
an die tr1v1ale Fortsetzung fvon f: G — R auf eine Menge Gy mit G C G (wie in
Satz . Um den Beweis des Satzes filhren zu konnen, bendtigen wir f € C%@ (Gg)
Das bedeutet f muss auf 0G null sein. Dies stellt eine Einschrinkung der rechten Seiten
der inhomogenen Poissongleichung dar. Der Satz konnte nun alternativ folgendermafien
formuliert werden:

Satz 3.14. Sei G C R", f € C**(G) mit o € (0,1), supg | f(y)| < co. Fiir die triviale
Fortsetzung f von f auf eine Menge Gy D G gelte, f € C% (Go) Dann ist w € C*(G).

Der Beweis dieses Satzes kann beinahe analog wie der Beweis des Satzes gefiihrt
werden.

Aus den bisherigen Resultaten, welche wir uns tiber das Newtonpotential erarbeitet
haben, sowie Resultaten aus der Vorbereitung, konnen wir nun einen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz formulieren.

Satz 3.15. Sei G C R" ein Normalgebiet beschrankt mit nur reguliren Randpunkten,
g € C°0G), f € C™ (G) mit a € (0,1) und supg |f(y)| < co. Dann existiert genau
eine Funktion u € C° (G) N C**(G) mit

—Au=fin G undu=g auf 0G. (3.17)

Bewezs Es sei u; das Newtonpotentlal zu f. Dann bekommen wir mit den Sétzen [3.2]

. und mit der Folgerung - uy € C°(G) N C?*(G) und w 16st die partielle
Differentialgleichung

—Auy = fin G.

Insbesondere gilt, dass u; auch in C°(9G) ist. Wir setzen jetzt ¢ = g — u; € C°(0G).
Nun 16sen wir mit Satz das Randwertproblem beziiglich ¢ (Voraussetzungen sind
erfiillt) und erhalten eine eindeutige Losung up € C° (G) N C?*(G) mit:

—Augy =0 in G und uy = ¢ auf 0G.

Wir erkennen, dass die Losung u, harmonisch in G ist. Aus der Analysis wissen wir,
dass harmonische Funktionen beliebig oft differenzierbar sind. Damit sind insbesondere
die zweiten Ableitungen von u, wiederum stetig differenzierbar. Weiters erfiillen stetig
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differenzierbare Funktionen eine lokale Lipschitz-Bedingung und sind somit insbesondere
hélderstetig, also up € C° (G) N C**(G) ist. Wir setzten jetzt u = u; +up € C° (G) N
C*%(@). Damit gilt:

—Au= fin G und u =u; + g —u; = g auf 9G.

Das heifit, u ist eine Losung von (3.17). Wir miissen noch die Eindeutigkeit der Losung in
CY (G) N C**(G) zeigen. Angenommen, es existiert eine weitere Lsung @ von in
CY (G)NC**(G). Wir definieren F(z) := u(x)—a(x). Es gilt, dass F € C° (G)NC**(G),
da u und @ diese Eigenschaft haben. Insbesondere ist ' € C?(G) nach Lemma [3.8] Die
Funktion F' 16st das folgende Randwertproblem:

AF =01in G und F = 0 auf 0G.

Somit ist F' in GG harmonisch. Jetzt kénnen wir das schwache Maximumsprinzip
anwenden und erhalten:

mnF =minF =0
a oG
max F' = max F = 0.
el oG

Fiir alle z € G gilt damit F(z) = 0 und damit F = 0 auf G. Damit erhalten wir u = @
und somit die Eindeutigkeit der Losung. O]
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