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1 Teilbarkeit im Ring Z[i]

Der Ring Z[i] ist ein Teilring der komplexen Zahlen C und enthilt genau jene Elemente, deren Real- und
Imaginérteil ganzzahlig ist; es gilt

Zjil={a+bieClabeZ} CC.

AuBerdem ist Z[i] als Teilring des Korpers C sogar ein Integritétsbereich, in dem jedes z € Z[i] eine
eindeutige Darstellung « = a + b7 mit a,b € Z besitzt.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die elementare Zahlentheorie - wie wir sie in Z kennen - auch fiir den
Ring Z[i] zu entwickeln. Dabei werden in manchen Bereichen Analogien zu bereits Bekanntem auftreten,
an anderen Stellen sich wiederum vollig neue Situationen ergeben.

Bemerkung 1.1. Im Folgenden wird mit ~ stets die komplexe Konjugation bezeichnet, dann ist fiir
z € Z[i] auch z € Z[i]. Aus den Eigenschaften der komplexen Konjugation folgt, dass ~ : Z[i] — Z][i] ein
Ringhomomorphismus ist, der wegen ~ o~ = id sogar ein Ringisomorphismus ist.

Definition 1.2. Sei z € C, dann ist N(x) := z- T.

Bemerkung 1.3. Seien z,y € C, a,b € R mit x = a + bi, dann ist N(zy) = zyTy = zyTy = 2Tyy =
N(x)N(y) und N(z) = |z|?> = a® + b?.

Lemma 1.4. Sei z € Z[i], dann gelten

ist ein Halbgruppenhomomorphismus.

)
)
Z[i]\{0} — Nt
e — N(x)
)

Bewets: Seien a,b € Z mit z = a + bi.
1. Wegen N(z) = a® +b*> € Z und a® + b* > 0 erhilt man N(z) € N.

2. <: Aus z = 0 folgt sofort N(z) =0-0=0.
=: Umgekehrt ergeben sich aus N(z) = a? + > = 0 die Gleichungen a®> = 0 und b*> = 0, was
schliefflich ¢ = b = 0 und damit z = 0 + 07 = 0 liefert.

3. Zunéchst ist die Abblidung N wegen 2. wohldefiniert; es bleibt noch zu zeigen, dass N ein Homo-
morphismus zwischen (Z[i]\{0},-) und (N, -) ist und die Bezichung N (1) = 1 erfiillt ist. Ersteres
ist wegen Bemerkung 1.3 klar, Letzteres folgt durch Nachrechnen: N(1) = N(1+0i) = 12+02 = 1.

4. Setzt man N(z) = 1 voraus, so erhiilt man a? + b* = 1.

Fall 1: @®> = 0: Dann ist 4> = 1, womit nur mehr z € {i,—i} C {1,i, —1, —i} moglich ist.

Fall 2: a® # 0: Dann ist erstens einmal a? > 0 bzw. a? > 1 und wegen a? < a® + b? = 1 schlieflich

a? = 1; weiters muss dann b*> = 0 und somit z € {1, -1} C {1,4,—1, —i} sein.

Die Inklusion {1,7,—1,—i} C Z[i]* ist klar,da 1-1 =1, i(—i) = 1, und (—1)(—1) = 1 ist.

Gelte nun z € Z[i]*; dann gibt es ein 2’ € Z[{]* mit z-z’ = 1, woraus nun N(2)N(z') = N(z2') =

N(1) =1 folgt; damit ist N(z) eine Einheit in N und daher gilt N(z) = 1. O
Korollar 1.5. Z[i]* = {1,i,—1, —i}.

Bewetis: Unmittelbar klar nach Punkt 4. aus Lemma 1.4. O

Proposition 1.6. Seien x,y € Z[i], y # 0, dann gibt es q,r € Z[i] mit x = q-y+r, wobei N(r) < N(y)
15t.



Beweis: Seien z,y € Z[i], y # 0. Damit ist einmal N(y) > 0; betrachte nun die folgende komplexe
Division: _ _
r_xy 1y
y vy N
mit s,¢ € Q; wihle nun m,n € Z mit der Eigenschaft |s —m| < % bzw. |t —n| < % und setze q := m + ni;
dann gilt

=s+1t

1 1
N(g—q):N((s—m)+(t—n)i)z(s—m)2—|—(t—n)2 < 1+1 <1
Setzt man nun r = x — qy, so ist N(r) = N(z — qy) = N(y({ —q)) = N(y)N (5 —u) < N(y); somit gilt
x = qy+r mit ¢,r € Z[i] und N(r) < N(y). O

Proposition 1.7. Sei I ein Ideal von Z[i], dann gibt es ein x € Z[i] mit I = Z[i]z.

Beweis: Sei I ein Ideal von Z][i].

Fall 1: I = 0: Dann ist I = Z[i]0 = Z[{]z mit « = 0.

Fall 2: I # 0: In diesem Fall ist I\{0} nicht leer und somit M := {N(u) | u € I\{0}} eine nichtleere
Teilmenge der natiirlichen Zahlen, welche ein Minimum besitzt; sei v € I\{0} mit N(v) = min(M). Nun
wird behauptet, dass I = Z[i]v ist. Da Z[i]Jv C I klar ist wegen v € I, bleibt noch I C Zl[i]v zu zeigen.
Sei dazu w € I; dann ist w = vg + r mit passenden ¢,r € Z[i] und N(r) < N(v). Es gilt r =u—wvg € [
wegen u,v € I und ¢ € Z[i]; da aber N(v) = min(M) kann wegen N(r) < N(v) nicht r # 0 gelten und
daher muss r = 0 sein, woraus u = quv € Zli]v folgt. O

Definition 1.8. Seien z,y € Z[i].
e y heifit ein Teiler von x <= (I z € Z[i]) x = y- 2.
o 1 heifit assoziiert zu y <= (e € Z[i]*) z = e v.

Schreibweise: Ist y ein Teiler von z, so nennt man x ein Vielfaches von y bzw. teilbar durch y.
e Ist y ein Teiler von z, so schreibt man y | z, andernfalls y t x.

e Ist x assoziiert zu y, so schreibt man = ~ y, andernfalls z ~ y.

Lemma 1.9. Seien z,y € Z[i] und ~ die Assoziiertheit von Elementen in Z[i], dann gelten
1. ~ definiert eine Aquivalenzrelation auf 7[i].
2. x~y = [y N yluz]

Beweis: 1. Es ist zu zeigen, dass ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Seien dazu x,y, z € Z][i],
dann erhélt man mittels Einsetzen der Definition: ¢ ~ z, daz =1-zund 1 € Z[i| 5z ~y = x =
eymit e €Z[i]* = y=¢lz = y~a,dae 1 €Zi][z~y ANy~z] = =80y AN y=ez
mit §, e € Z[i]*] = x=0dez = z ~ z, da de € Z[i]*.

2. = Per Definition gilt z = ey mit e € Z[i]*, woraus man sofort y | z und z | y erhélt.
<: Gelte nun z | y und y | x; dann ist y = zu und = = vy, insgesamt also z- (1 — wv) = 0.
Fall 1: = 0: Dann ist y = Ou = 0 und damit x =0~ 0 =y.
Fall 2: © # 0: In diesem Fall muss (1 — uv) = 0 und damit uv = 1 gelten, womit u € Z[i]* und
schliellich x ~ y ist. O

Sprechweise: ,x und y sind assoziiert“ statt ,x ist zu y assoziiert“. Diese Konvention ist sinnvoll, da
die Assoziiertheit als Aquivalenzrelation auf Z[i] insbesondere symmetrisch ist.

Definition 1.10. Seien z,y € Z[i].
e y heifit ein echter Teiler von z <= [y |z A y & Z[i]* N y ~ x].

Lemma 1.11. Seien x,y € Z[i], dann gelten



1. y ist ein Teiler von © < Z[ilz C Z][i]y.
2. x~y = L[z =Ziy.
3. y ist ein echter Teiler von v <= Z[ilx C Zlily € Z]i].
Beweis: 1. =:y|x = (3z€Zli]) x=yz = Zlilx = Z[i]zy C Z][i]y.
sx=1lxeZilt CZily = Fze€Zi)x=2y = y|=x.
2.x~y & [z|ly ANyla] & [Zlily CZlilx A Zlilx C Zily] < Zilx = Z][i]y.

3. Per Definition ist y genau dann ein echter Teiler von =, wenn [y |z A y ¢ Z[i]*

=:yle A ywa] = Zlija CZily] und [y ¢ Z[]* = 1¢Z[y = Z[ily < Z[i]].
<: [Zilx CZily = ly|x Ny~z]] uwnd [Z[i]y CZ[]] = 1 ¢ Z[ily = y ¢ Z[i]*]. O

Definition 1.12. Sei x € Z[i],  # 0, = ¢ Z[i]*.

Ay

e 2 heifit Primelement bzw. prim <= (NVy € Z[i]) y|z = [y € Z[i]* V y~x].
Lemma 1.13. Seixz € Z[i], x #0, x ¢ Z[i]*, dann gilt:
x ist prim <= x hat keine echten Teiler < (VY y,z € Z[i]) x = yz = [y € Z[i|* V z € Z[i]*].

Beweis: Sei x zunichst prim und y € Z[i] ein Teiler von z, dann folgt sofort y € Z[i]* oder y ~ z, also
ist y kein echter Teiler von z.

Besitze nun = keine echten Teiler und seien y, z € Z[i] mit = yz, dann ist y ein Teiler von z, fiir
den nach Voraussetzung y € Z[i]* oder y ~ x gilt. Im Falle von y ~ z ist y # 0 und es gilt yz = x = ey
mit € € Z[i]*; nach Kiirzen von y erhilt man damit z = e € Z[]*.

Gelte schlieflich die letztgenannte Aussage in der obigen Aquivalenzkette und sei y € Z[i] mit y | z,
dann gibt es ein z € Z[i] mit z = yz. Laut Voraussetzung ist nun y € Z[i|* oder z € Z[i]*; da z € Z[i]*
aber x ~ y impliziert, ist x somit prim. O

Satz 1.14. Seix € Z[i], dann gilt: x ist prim <= (NVy,z€Z[i]) x |yz = [z|y V x| z].

Beweis: =: Seien z € Z[i| prim und y, z € Z[i] mit z | yz; es ist zu zeigen, dass y oder z ein Vielfaches
von x ist. Setze dazu I := Z[i]x + Z[i]y; dann ist [ ein Ideal in Z[i] und nach Proposition 1.7 gibt es ein
w € Z[i] mit I = Z[iJw; auBlerdem muss w # 0 sein, daw =0 = I =0 = [ >z =0, was einen
Widerspruch darstellt, da « ein Primelement ist. Weiters ist Z[iJx C I = Z[iJw und damit nach Lemma
1.11 w ein Teiler von x; da = jedoch prim ist, muss w € Z[i]* oder w ~ z gelten.

Fall 1: w € Z[i]*: In diesem Fall ist 1 = ww’ mit passendem w’ € Z[i]* und folglich w ~ 1. Man
erhilt: I = Zilw = Z[i]- 1 = Z[i] = Z[i] = Z[i]x+Z[i]y; daher gibt es u,v € Z[i] mit 1 = uz+vy. Damit
ist nun auch z = uzz + vyz = z(uz) + z(ve’) mit yz = za’ und 2’ € Z[i]; aus der letzten Beziehung
ergibt sich sofort z | z.

Fall 2: w ~ 2: Aus Lemma 1.11 folgt zunichst Z[ilw = Z[i]x; da weiters Z[ily C I = Z[ijlw = Z]i]z
gilt, ist x somit ein Teiler von y.

Daraus folgt, dass x in jedem Fall y oder z teilt.

<«: Seien nun x € Z[i] und y € Z[i] ein beliebiger Teiler von x; dann existiert ein z € Z[i] mit z = yz.
Nach Voraussetzung teilt  nun y oder z.

Fall 1: z |y: Dann gilt: [y |z A z|y] = y~ .

Fall 2: z | z: Nun erhélt man: [z |z A z | 2] = z~2 = 2z = ez mit € € Z[{]. Damit folgt:
yz=x=€2 = (y—e)z2=0 = [y=€ V z=0]; da aus z = 0 sofort & = 0 folgen wiirde, bleibt nur
die Moglichkeit y = € € Z[]* iibrig.

Somit ist y ~ 2 oder y € Z[i]* und z somit prim. O

Satz 1.15. Seix € Z[i], © #0, = ¢ Z[i]*, dann lisst sich x darstellen in der Form
n
€T = sz/
v=1

mit Primelementen py,...,p, € Z[i] und n € NT; diese Darstellung ist bis auf Reihenfolge der Faktoren
und Assoziiertheit eindeutig.



Beweis: Existenz: Seix € Z[i],  # 0, = ¢ Z[i]*, dann zeigt man die Existenz einer solchen Darstellung
mithilfe eines Induktionsbeweises nach N(z). Wegen x # 0 und x ¢ Z[i]* ist N(x) > 2. Gebe es nun
fiir alle 2’ € Z[;]\({0} U Z[i]*) mit N(z') < N(x) eine Darstellung als Produkt von primen Elementen
in der behaupteten Form, dann ist zu zeigen, dass auch = ein Produkt primer Elemente ist. Im Falle,
dass x prim ist, ist z ein triviales Produkt iiber das Primelement x selbst. Falls x nicht prim ist, gibt es
y,z € Z[{]\({0}UZ[i]*) mit = yz; da y und z nicht Null und keine Einheiten sind, erhilt man N(y) > 1
sowie N(z) > 1 und damit aus N(z) = N(y)N(z) die Beziehungen N(y) < N(x) sowie N(z) < N(z).
Nach Induktionsvoraussetzung sind nun

mi ma
Y= l_lp“1 und z = H Qs

p1=1 p2=1

Produkte von primen Elementen pi, ..., pm,,q1, ..., @m,; also ist auch x = yz =p1- ... Py - @1 - oo Gy
ein Produkt primer Elemente.
Eindeutigkeit: Seien nun m,n € N* und p1, ..., pm, g1, -, o € Z[i] Primelemente mit

m n
z=Ip=11p
p=1 v=1

Es ist zu zeigen, dass m = n ist und es ein o : {1,...,m} — {1,...,n} bijektiv gibt, sodass fiir alle
i € {1,...,n} die Beziehung p; ~ ¢,(;) gilt. Dazu fiihrt man einen Induktionsbeweis nach m.

m=1: Dann ist p; = 2 = ¢1- ... ¢, womit p; | q,, fiir ein v € {1,...,n} gilt, da p; prim ist; damit ist
aber sogar p; ~ q,,, da g, als Primelement keine echten Teiler hat. Nach eventuellem Umnummerieren
erhilt man p; ~ ¢, bzw. ¢, = ep; mit € € Z[i]* und nach Kiirzen von p; schliellich 1 = €q;- ... ¢—1,
was fiir n > 2 einen Widerspruch darstellt, da kein ¢, eine Einheit ist. Somit ist m =n =1 und p; = ¢;.

m > 1: Sei nun die Aussage fiir m — 1 bereits bewiesen; dann gilt p,, | g, fiir ein vy € {1,...,n},
da p,, prim ist, und damit auch p,, ~ ¢, analog zum Fall m = 1. Eventuelles Umnummerieren liefert
DPm ~ qn bZW. gp, = €py, mit € € Z[i]* und Kiirzen von p,, schlieBlich py-...-pm—1 = €qq- ...- gn—1. Darauf
die Induktionsannahme angewandt ergibt m — 1 = n — 1 sowie p; ~ ¢; fiir alle i € {1,...,n — 1}, woraus
mit p,, ~ ¢, die Behauptung folgt. O




2 Grofiter gemeinsamer Teiler
Definition 2.1. Seien A C Z[i], d € Z[i].

e d heifit ein grofBter gemeinsamer Teiler von A <= d erfiillt die folgenden beiden Bedingungen:
1. Yae A)d]|a.
2. (Vd e€Zi])) [Vac A)d |a] = d'|d.
o GGT(A) := {d € Z[i] | d ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von A}.
Proposition 2.2. Seien A C Z[i|, d € Z][i], dann gilt:
d e GGT(4) < > Z[i

a€A

Beweis: Seien also A C Z[i] und d € Z[i].
=: Sei einmal d € GGT(A); wihlt man o’ € A beliebig, dann gilt laut Definition des gréfiten
gemeinsamen Teilers d | ' und somit auch Z[ila’ C Z[i]d, womit man schlieflich

U zlila C Z[i)d
acA
und damit
> Zlila = (| ] Zlila) C Zild
acA a€A
erhilt. Andererseits gibt es wegen Proposition 1.7 ein d’ € Z[i], sodass ) | . 4 Zlila = Z[i]d', da ZaeA [i]a
ein Ideal von Z[i] ist. Daraus ergibt sich Z[i]a" C ) ., Z[ila = Z[i]d’ bzw. d' | o’ fiir alle o’ € A; da d

aber ein grofiter gemeinsamer Teiler von A ist, muss daher auch d’ | d gelten, woraus schlielich
Zlild C Z[ild' =) Z]i]
a€A

folgt.
<: Gelte nun ) . , Z[ila = Z[i]d, dann erhilt man zunéchst fiir beliebiges o’ € A die Inklusion

Zlila' C Z Zlila =
acA

woraus d | a’ fiir alle a’ € A folgt. Wihlt man nun ein d’ € Z[i], das ebenfalls jedes o’ € A teilt, dann ist
Z[ila’ C Z[i]d’ fiir alle ¢’ € A und somit gilt auch

Zlild =" Zlila = (| ] Zlila) C

acA a€A
bzw. d' | d, womit gezeigt ist, dass d € GGT(A) ist. O
Korollar 2.3. Sei A C Z][i], dann gelten
1. (¥ dy,dy € GGT(A)) dy ~ ds.
2. A besitzt einen grifiten gemeinsamen Teiler d und GGT(A) = Z[i]*d = {d,i-d, —d, —i- d}.

Beweis: 1. Seien dj,ds € GGT(A), dann ist

=Y Zlila = Zildy,

acA

woraus sich mittels Lemma 1.11 schliellich d; ~ ds ergibt.



2. Da ), 4 Zli]a ein Ideal ist, gibt es ein d € Z[i] mit ), 4 Z[i]la = Z[i]d; damit erhélt man aus
Proposition 2.2, dass d ein grofiter gemeinsamer Teiler ist. Zusétzlich ergibt sich

GGT(A) = {d' ez[i] | Z Zlila = Z[i|d'} = {d' € Z[i] | Z[i]d = Z[i]d'} =
ac€A
= {d €Zfi] | d~d}={ed | e€Z[i|*} =Z[i)d={d,i-d,—d,—i-d}
unter Verwendung der vorherigen Resultate. O

Korollar 2.4. Seien A C Z[i], d € Z[i], dann gelten

1.

de GGT(A) = d= Z ro-a mit ro € Z[i] fir alle a € A und ro =0 fir fast alle a € A.
acA

GGT(A) =Z[i]* <= 1€ Y Zlia.
a€A

Beweis: 1. Sei d € GGT(A), dann folgt d = 1d € Z[ild = >
lasst sich d in der behaupteten Form schreiben.

wc Zlila laut Proposition 2.2; daher

2. =: Ist GGT(A) = Z[i]*, so erhdlt man ) . , Z[i]a = Z[i] aus Proposition 2.2, woraus sich unmit-
telbar 1 € ) 4 Z[i]a ergibt.

<:ImFallevonl e} _, Zfilaist ), 4 Z[ila = Z[i]; somit ist 1 € GGT(A) und damit GGT(A)
Z[i]* nach dem vorigen Korollar.

0l

Satz 2.5. Seien m,n € N, a,b,c,a1,...,am, b1, ..., b, € Z[i], dann gelten
1. Seid € GGT(a,c), dann gilt: ¢ | ab <= ¢ | db.
2. [c]ab N GGT(a,c) =Z[i]*] = c]|b.
3.

[(V k€ {l,...m},l€{l,...n}) GCT(ax,b) = Z[i]*] = GGT(]] ax, [[ ) = Z[i)*.
k=1 =1

Beweis: 1. =: Seien z,y € Z[i] nach Korollar 2.4 so gewihlt, dass d = za + yc; aus ¢ | ab folgt dann
ab = ¢z mit passendem z € Z[i], somit ist db = (ax + cy)b = abx + bey = cxz + bey, woraus sich
c | db ergibt.

<: Umgekehrt erhélt man aus d | a = db | ad und c | db die Beziehung c | ab.
2. Klar nach 1. mit d = 1 € GGT(a, ¢).

3. Man fithrt einen Widerspruchsbeweis, bei dem man annimmt, dass die Voraussetzung auf der
linken Seite wahr ist, aber GGT([[,, ax, [1;2, b)) # Z[i]* ist. Sei d € GGT([]i, ax, [T, bu),
dann kann nicht d = 0 gelten, da sonst [[,—, ax = [[;=; & = 0 und damit ay, = b, = 0 fiir
bestimmte kg € {1,...,m} und Iy € {1,...,n} folgen wiirde. Dies ist aber nicht moglich, weil dann
0 € GGT(ak,,bi,) = Z[i]* wire - ein Widerspruch. Somit ist d ¢ {0} U Z[i]* und es existiert ein
Primelement p € Z[i] mit p | d. Wegen d | [],~, ar und d | [];_, b; gilt insbesondere p | [T}~ ax
und p | TT}2, b, und da p prim ist sogar p | ag, und p | by, fiir bestimmte ko € {1,...,m} und
lo € {1,...,n}. Daraus erhélt man nun fiir ein dy € GGT(ag,, b,) = Z[i]* die Beziehung p | dy und
damit p € Z[i]* - ein Widerspruch. O



3 Prime Elemente

Notation: Im weiteren Verlauf wird mit P stets die Menge der Primzahlen in N bezeichnet.

Lemma 3.1. Seien a,b € Z, x € Zli], € € Z[i]*, dann gelten
1. a teilt b in Z[i] <= a teilt b in Z.
2. a teilt © in Z[i] < a teilt T in Z[i].
3. x ist prim in Z[i] < T ist prim in Z][i].
4. x ist prim in Z[i] <= ex ist prim in Z[i].
Beweis: Die einzelnen Behauptungen erhélt man durch Nachrechnen sowie aus bereits Bekanntem.
1. «:b=gamit ¢ € Z = b= qa mit q € Z[i].
=:Ausb=qga=a¢q,+aqy,i€Zmit g=gqy+qy, -t € Z[}i] und ¢4, g, € Z ergibt sich a- g, =0
und damit b = a - q,. Also wird b von a in Z geteilt.
2. =: Man erhilt aus x = ga mit g € Z[i] sofort T =q-a = q - a, womit a auch T in Z[i] teilt.
<«: Setzt man a teilt T in Z[i] voraus, so folgt aus der Uberlegung zuvor, dass a auch Z und damit
x in Z[i] teilt.

3. Laut Bemerkung 1.1 ist die komplexe Konjugation ~ : Z[i] — Z[i] ein Ringisomorphismus; somit
folgt die Behauptung unmittelbar aus dem Isomorphieprinzip.

4. Es reicht Folgendes zu zeigen: x ist prim = ex ist prim. Sei also z prim und gelte ez | yz mit
Y,z € Z[i], dann folgt aus z | (¢~ 1ly)z laut Voraussetzung z | (¢"1ly) oder z | z und damit
schlieBlich ex | y oder ex | z. O

Proposition 3.2. Sei z € Z[i], dann gilt: N(x) € P = =z ist ein Primelement.

Beweis: Sei x € Z[i]; angenommen N(z) € P und z ist kein Primelement, also x = ¢1¢2, wobei
q1, G2 € Z[i] echte Teiler von x sind; dann ist N(g;) > 1 fir i € {1,2}, da wegen N(z) € P auch x # 0
und damit g1, g2 # 0 sind. Somit erhélt man die Beziehung N(z) = N(q1)N(gz2), die nach den vorigen
Uberlegungen besagt, dass N (z) nicht prim ist - ein Widerspruch; also muss « ein Primelement sein. [

Satz 3.3. Fir jedes Primelement x € Z[i] gibt es genau eine Primzahl p € P mit x | p in Z[i]; dabei sind
genau zwei sich ausschliefende Fille maéglich:

(i) p ~ x in Z[i].
(ii) p=x-T.

Beweis: Sei z € Z[i] ein Primelement, dann ist « ¢ {0} U Z[i]* und somit N(x) > 1. Mittels Primfak-
torzerlegung in Z erhilt man py, ..., p, € P mit n € NT, sodass

xZT=N(x)= ﬁp,,.
v=1

Da z ein Primelement in Z[¢] ist, gibt es ein p € {p1, ..., p,} mit = | p in Z[i]. Angenommen es gebe noch
ein p’ € P mit p’ # p und x | p’; wegen ggT(p,p’) = 1 existieren dann ,I’ € Z mit 1 = Ip + I'p’. Weiters
folgt aus = | p sowie x | p’ die Beziehung = | Ip + I'p’ = 1, womit x € Z[i]* ist - ein Widerspruch, der
zeigt, dass es genau ein p € P gibt mit = | p in Z[i].

Sei nun y € Z[i] mit p = zy, dann sind die folgenden zwei Fille méglich:

Fall 1: y € Z[i]*: p=xy mit y € Z[i]* = p~ z in Z[i].

Fall 2: y ¢ Z[i]*: N(z) > 1und N(y) > 1,dap # 0 = y # 0; somit folgt aus p> = N(p) = N(z)N(y)
und p € P, dass N(z) = N(y) = p ist. Es ergibt sich p-T = x-y-T = N(z)-y = p-y und schlieBlich durch
Kiirzen T = y, woraus man nun p = xy = x% erhélt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass sich die beiden im Satz angegebenen Fille ausschlieflen. Gelte also (4
und (49), dann folgt zunéichst ex = p = 2T mit € € Z[i]* und damit T = e € Z[i]*, womit auch x € Z[i]*
und schliellich p € Z[i]* ist - ein Widerspruch. O




Satz 3.4. Fir jede Primzahl p € P gibt es genau drei sich ausschliefende Mdoglichkeiten fir die Prim-
zerlegung von p in Z[i):

(i) p ist ein Primelement in Z[i].

(i) p=a-T mit x ~T und x ist ein Primelement in Z][i].
(i) p = x-T mil x » T und x ist ein Primelement in Z[i].
Beweis: Sei p € P, dann ist N(p) = p? > 1 und damit p ¢ Z[i]*. Aus Satz 1.15 folgt zuniichst, dass es
ein Primelement = € Z[i] mit x | p gibt; laut Satz 3.3 ist nun p = ex oder p = x- T mit € € Z[{]*. Im
ersten Fall ist p laut Lemma 3.1 selbst ein Primelement - Moglichkeit (¢); im zweiten Fall ist p = z- T -
dies entspricht den sich ausschlielenden Méglichkeiten (i3) und (i4).

Die Méoglichkeiten (i4) und (4i7) schlieBen sich offensichtlich aus. Ebenso kénnen auch (i) und (i4)

sowie (i) und (#é¢) nicht gleichzeitig eintreten, denn ein p € P mit p = 2T und einem Primelement

x € Z[i] kann nicht prim in Z[¢] sein, da = ein Teiler von p ist, der keine Einheit und wegen T ¢ Z[i]*
auch nicht zu p assoziiert ist. Somit ist z ein echter Teiler von p und p daher kein Primelement in Z[i]. O

Definition 3.5. Sei p € P eine Primzahl, dann heifit p
e trige in Z[i] :<= p erfiillt Bedingung (¢) in Satz 3.4.
e verzweigt in Z[i] :<= p erfiillt Bedingung (i¢) in Satz 3.4.
e unverzweigt in Z[i] <= p erfiillt Bedingung (i) in Satz 3.4.
Definition 3.6. Die Menge P der Primzahlen kann folgendermaflen aufgeteilt werden:
o T:={peP | pisttrige in Z[i]}.
o V:={peP | pist verzweigt in Z[i]}.
o U :={peP | pist unverzweigt in Z[i]}.
Proposition 3.7. Die Bezichung P =T UV UU stellt eine disjunkte Zerlegung von P dar.

Beweis: Laut Satz 3.4 gibt es fiir eine Primzahl p € P genau die drei sich ausschlieBenden Moglichkeiten
p € T oder p € V oder p € U; folglich kann man die obige disjunkte Aufteilung von P durchfithren. O

Proposition 3.8. Seien x € Z[i] prim und p € P die nach Satz 3.3 eindeutig bestimmte Primzahl mit
x| p, dann gilt:

epeT = N(z)=p’
e peVUU = N(z)=p.

Beweis: Seien x € Z[i] prim, p € P mit = | p. Ist p € T, dann ist p ein Primelement in Z[i] und
besitzt daher keine echten Teiler, also muss © ~ p bzw. = ep mit € € Z[i]* sein. Damit erhilt man
N(z) = N(ep) = N(p) = p?. Falls p € VUU ist, gilt p =z - T und somit N(z) =z -T = p. O

Lemma 3.9. Seip € P eine Primzahl, dann gilt: pe€dZ+3 = peT.

Beweis: Seip € PN (4Z + 3).

Schritt 1: Es gilt (V a,b € Z) p # a® 4+ b?. Angenommen das ist nicht der Fall, dann gibt es a, b,k € Z
mit 4k 4+ 3 = p = a® + b?; dies ist aber ein Widerspruch, wie die folgende Fallunterscheidung zeigt:

Fall 1: a € 27Z,b € 2Z: Dieser Fall liefert wegen 4k 4+ 3 € 2Z + 1 und a? + b? € 2Z einen Widerspruch.

Fall 2: @ € 2Z + 1,b € 2Z + 1: Ein Widerspruch, da 4k 4+ 3 € 2Z + 1 und a® + b? € 27Z ist.

Fall 3: a € 2Z,b € 2Z + 1: Es gilt 2 | a = 4 | a?; weiters findet man b=2g+1 = b> =4¢? +4g+1=
1 mod 4 mit g € Z. Somit ist 4Z + 3 3 a®> + > =0+ 1 = 1 mod 4 - ein Widerspruch.

Fall 4: a € 2Z + 1,b € 2Z: Ein Widerspruch analog zu Fall 3.

Schritt 2: Es gilt: p € 7. Wiederum nimmt man an, das sei nicht der Fall, dann ist p € V UU und
somit p = 2T mit x = a+bi € Z[i] und a,b € Z. Daher ist p = a® +b? - ein Widerspruch zu Schritt 1. [




Lemma 3.10. Es gilt: {2} =V.

Beweis: C: 2 = (1+14)(1—1), wobei 1 + ¢ wegen N(1+14) =2 € P ein Primelement in Z[i] ist. Aus
1+i~—i(l4+4)=1—1folgt nun 2 € V.

D: Seien p € V und z € Z[i] ein Primelement mit p = 27 und = ~ T; dann gilt einmal x | T in Z[i]
und somit = |  — T. Seien weiters a,b € Z mit x = a + bi, so erhélt man x — T = 2bi und « | 2bi bzw.
2bi = kx mit k € Z[i]; zusétzlich ergibt sich 4b? = N(2bi) = N(k)N(z) = N(k)2T = N(k)p und somit
p | 4b? in Z.

Angenommen p | b, dann gilt p = 27 = a®> + b> = p | p — b?> = a® und, da p prim ist, auch p | a; seien
nun kg, ky € Z mit a = kop und b = kyp, dann ist p = a® + b* = p*(k2 + k?) und damit 1 = p(kZ + k),
woraus schliefilich p | 1 folgt - ein Widerspruch. Also muss p { b und wegen p € P auch p  b? gelten; aus
demselben Grund muss aber wegen p | 46 daher p ein Teiler von 4 sein, woraus p = 2 folgt. O

Lemma 3.11. Seip € P eine Primzahl, dann gilt: pedZ+1 = pel.

Beweis: Sei p € PN (4Z + 1), dann gibt es ein m € NT mit p = 4m + 1.
Schritt 1: Es gilt: (3 u € Z) p | u? + 1. Setze u = (2m)!, dann folgt aus dem Satz von Wilson

-1 = (p-D'=dm)!=0C2m)!-2m+1)-...-dm=u-(p—2m)-...-(p—1) =
= u-(=1)-..-(=2m) =u-(=1)*"- (2m)! = u* (mod p).
Somit erhilt man u? + 1 =0 (mod p) bzw. p | u? + 1.
Schritt 2: Es gilt: p € U. Setze x := u + i, dann ist 27 = u? 4+ 1 und daher gilt p | 27. Angenommen
p teilt x oder T in Z[i]: u + i = p(k £ 1) mit k,l € Z liefert +i = +pli bzw. 1 = +pl mittels Vergleich
der Imaginirteile, was schlielich p | 1 zur Folge hat - ein Widerspruch; somit teilt p weder « noch T in

Z[i] und daher kann p kein Primelement in Z[i] sein. Da ferner p € 4Z + 1 und damit insbesondere p # 2
ist kann p auch nicht verzweigt sein; also muss p € U sein. O

Satz 3.12. Es gill: T =PN(4Z+3), V={2}, U=PNHAZ+1).

Beweis: Zunichst gilt einmal PN4Z = ) und PN (4Z + 2) = {2}, da keine Primzahl von 4 geteilt wird
und 2 die einzige gerade Primzahl ist. Somit ergibt sich

(PN4Z) U (PN (4AZ + 1)) U (PN (4Z +2)) U (PN (4Z + 3)) =
= (PN(4Z+1)) U {2} U (PN (4Z + 3)).

P

Die Inklusionen 7 2 PN (4Z+3) und U O PN (4Z+1) folgen direkt aus Lemma 3.9 und Lemma 3.11,
die Gleichheit {2} = V aus Lemma 3.10. Um noch die beiden umgekehrten Inklusionen zu zeigen, sei
einmal p € T, dann ist p € P und nach Proposition 3.7 auch p ¢ V und p ¢ U, also ist p ¢ (4Z+1)U{2}.
Aus der oben betrachteten disjunkten Aufteilung von P erhdlt man nun p € PN (4Z + 3). Analog findet
man die Implikation p eid = p¢ TUYVY = p¢ (4Z+3)U{2} = pePN(4Z+ 1), womit die drei
Mengenédquivalenzen gezeigt sind. O

Definition 3.13. Sei p € P, dann wihlt man auf folgende Art ein Primelement 7, € Z[i]. Fallsp € T
ist, withle 7, := p; falls p € VUU ist, wihle 7, := x, wobel p = x - T ist mit € Z[i]. Nun kann die Menge
all dieser Primelemente 7, € Z[i] zu sémtlichen Primzahlen p € P folgendermaflen aufgeteilt werden:

o T :={m,eZli] | peT)
o V:={m, cZli] | peV}.

o U = {m, 7 €Zli] | peu}.
o« P:=TUTUIL

Proposition 3.14. Die Beziehung 3 =% U UM stellt eine disjunkte Zerlegung von B dar.
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Beweis: Laut Definition ist 8 = T U U U Ll es bleibt noch zu zeigen, dass die Mengen ¥, U und 4
paarweise disjunkt sind. Angenommen es gibt ein 7 € ¥ N*Y, dann findet man auch ein p; € T sowie ein
p2 € V mit 7 | p; und 7 | po. Dies hitte laut Satz 3.3 aber p; = ps und damit 7 NV # () zur Folge - ein
Widerspruch zu Proposition 3.7. Analog findet man TN Y =@ und BN U = 0.

Satz 3.15. 1. Die Menge B ist beziiglich der Assoziiertheit ~ ein Reprisentantensystem der primen
Elemente von Zl[i], das heift (¥ m € Z[i] prim)(3* mo € P) 7 ~ mo.

2. Jedes a € Z[i]\{0} hat eine eindeutige Darstellung der Form

a:e”wo"'

TeP
mit € € Z[i]*, ar €N fir alle 1 € P und o, = 0 fiir fast alle 7 € P.

Beweis: 1. Sei m € Z][i] prim, dann gibt es laut Satz 3.3 eine Primzahl p € P mit entweder p ~ 7
oder p = 7. Im ersten Fall ist p selbst Primelement in Z[i]; damit ist p € 7 und es gilt 7 ~ p =
mp € T € P; im zweiten Fall ist p kein Primelement in Z[i], womit also entweder p € V oder p € U
ist; somit gibt es entweder ein m, € U mit p = w7, und 7, ~ T,, oder es gibt m,, T, € U mit
p = T, und m, « T,. In beiden Féllen gilt jedoch 77 = p = 7,7, und wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung von p in Primelemente bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit schliellich 7 ~ 7, € U C B
im ersten bzw. m ~ m, € 4 C*P oder m ~ T, € Y C P im zweiten Fall.
Seien nun mwy, 7o € P mit m; ~ 7w und p1,ps € P die dazugehorigen Primzahlen in Z; es ist zu
zeigen, dass mp = o ist. Dies beweist man mittels folgender Fallunterscheidung:

Fall 1: py €T, pp €T: pi = N(m) =N(m) =p3 = p1=p2 = m =

Fall 2: p; € T, p2 € V: pf = N(m) = N(m2)

Fall 3: p1 €T, poeU: p 71) = N(ma) = p2 - Widerspruch zu py € P - Fall tritt nicht auf.

Fall 4: p; €V, po € V: p1 = N(m1) =

Fall 5: p1 €V, po € U: o ~ T ~ T ~ T3 - Widerspruch zu my » T3 - Fall tritt nicht auf.

m9) = po - Widerspruch zu py € P - Fall tritt nicht auf.

N
N

N(’ITQ) =P = T = T2.

Fall 6: p; €U, po €U: p1 = N(m) = N(ma) = po; sei also p := p; = ps. Angenommen es gilt
m = Tp und my = Tp,, dann ist T, = m ~ 7 = T, - ein Widerspruch; somit ist entweder
T = Ty = T, oder T = Ty = Tp,.

2. Aus Satz 1.15 folgt fiir ein a € Z[i]\({0}UZ[i]*) die Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung von
a als Produkt von Primelementen bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit; ldsst man nun nur mehr
Primzahlen aus % zu und verwendet die obige Produktschreibweise, so erhélt man die geforderte
Eindeutigkeit. Ist a € Z[i]*, so hat a die eindeutige Darstellung a = a[], 70, das heifit € = a
und o, = 0 fir alle 7 € B. O
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4 Struktur von Z[i]/Z[i]x

Notation: Fiir z € Z[i] sei 1, : Z[i] — Z[i]/Z[i]z der kanonische Homomorphismus.

. )20} = NTU{oo}
Definition 4.1. Sei ¢ : {x o 120/ Zi]z)

Lemma 4.2. Seien x,y € Z[i]\{0}, dann ist Y(zy) = ¥ (x)Y(y).

Beweis: Seien z,y € Z[i]\{0}. Da Z[i]zy ein Ideal von Z[i] und Z[ilxy C Z[i]x = ker(Il,) ist, folgt aus
der ,universellen Eigenschaft des Restklassenhomomorphismus“, dass es einen Ringhomomorphismus
f o Z[i))Z]ilzy — Z[3]/Z[i]z gibt, sodass f o II,, = II,; weiters folgt aus der Surjektivitdt von II, die
Surjektivitdt von f und es gilt ker(f) = sz(ker(l'[x)) = I,y (Z[i]z).

Seien 21, 2o € Z[i], dann gilt: IT,, (21) =y (22) = (21 —22) =0 = z1—22 € Z[ily = (21—22)T €
Zlilyz = Zlilry = upy((z1 —22)x) = My (12 —202) = 0 = Iy (212) = I, (22x). Also kann man eine
Abbildung g : Z[i]/Z[ily — gy (Z]i]x) via g(II,(2)) = II;,(2z) definieren, wobei bereits die Surjektivitét
von II, ausgeniitzt wurde und z € Z[i] ist.

g ist ein Homomorphismus von (Z[i]/Z[tly,+) nach (Il (Z[i]x),+): Seien ui,us € Z[i]/Z[ily und
21,29 € L[] mit u; = I, (z;) fiir j € {1,2}; dann ist g(u, —|—u2) = g(Iy(z1) + Iy (22)) = g(Iy (21 + 22)) =
oy ((21 + 22)2) = Hwy(zlx + 291) = oy (212) + 1oy (222) = g(I1y(21)) + g(Ily(22)) = (ul) + g(u2).

g ist surjektiv: Sei v € I, (Z[i]z) und 2z € Z[i] mit v = II;,(2z), dann ist g( y(2)) =y (z2) = 0.

g ist injektiv: Seien wq,us € Z[i|/Z[ily und z1, 20 € Z[i] mit u; = II,(2;) fir j € {1 2} und gelte
g(u1) = g(u2). Dann ist 0 = g(ur — u2) = g(Ily(z1 — 22)) = Iay((21 — 22)x), also ist (21 — z2)x €
ker(Ilyy) = Z[i]ry und da = # 0 kein Nullteiler ist, gilt weiters z; — 2o € Z[i]ly = ker(II,); daraus ergibt
sich IT, (21 — 22) = 0 bzw. uy; = II,(21) = Iy (22) = us.

Somlt ist g : Z[i]/Z]ily — HLy(Z[ |z) ein Gruppenisomorphismus und

Zli] /Zlily = Ty (Z[i]x) = ker (),

woraus insbesondere |ker(f)| = |Z[i]/Z]i]y| = ¥(y) folgt. Andererseits erhilt man aus dem Homomor-
phiesatz der Gruppentheorie

(Zli]/ Zli)wy) [ ker (f) = f(2]i)/Z]ilvy) = Z[i]/ Z[i]x

und damit [(Z[:]/Z[ilxy)/ker(f)| = |Z[i]/Z[i]x| = (x). Mittels Satz von Lagrange und der Tatsa-
che, dass ker(f) eine Untergruppe von Z[i|/Z[i]zy ist, ergibt sich schlieSlich ¢(zy) = |Z[i]/Z]i]zy| =
(Z[i)/ Zli)wy) [ker (F)|- [ker (f)] = ¢ (z)¢(y)- H

Lemma 4.3. Sei m € NT, dann ist 1(m) = m?.

Beweis: Seien m € NT und
S:={a+bi€Zli]|0<a,b<m},

dann ist IT,,,|s : S — Z[i]/Z[i]m bijektiv, wie die folgenden Uberlegungen zeigen.

II,,|s ist surjektiv: Sei z € Z[i]/Z[i]m, wéhle y € Z[i] mit z = I1,,(y) und u,v € Z mit y = u + vi;
mittels Division mit Rest erhélt man v = mq¢ +r und v = ms +t mit ¢,r,s,t € Z und 0 < r,t < m.
Dann gilt z = I, (y) = M (u 4 vi) = Iy, (mg 4+ 7+ msi+ ti) = W, (m(g+ si) +r + i) = W (m)IL, (g +
st) + Iy, (r + t8) = 0 4+ 1L, (r + ti) = (I, |s)(r + ti), somit ist II,,,|s surjektiv.

II,,|s ist injektiv: Seien y1,y2 € S und uy,us,v1,v2 € {w € Z | 0 < w < m} mit y; = uy + v1d,
ya = ug + voi und (ILn|s)(y1) = (IL,]s)(y2). Dann ist (IL,|s)(ur + v1i) = (n|s)(ue + vei) bzw.
IL,, ((u1 —u2) + (v1 —v2)i) = 0, das heifit es gibt ein ¢ € Z[i], sodass (u1 —uz2) + (v1 — v2)i = gm ist. Nach
Lemma 3.1 folgt daraus sowohl m | u; —us in Z als auch m | v1 —v9 in Z, und da —m+1 < u; —us < m—1
sowie —m + 1 < v; — vy < m — 1 ist, miissen u; = us und v; = vy sein, womit gezeigt ist, dass II,,|s
auch injektiv ist.

Da nun II,,|s eine Bijektion zwischen S und Z[i]/Z[ilm darstellt, gilt ¢(m) = |Z[i]/Z[i]m| = |S| =
m2. O

Satz 4.4. Sei x € Z[i]\{0}, dann ist (x) = N(x).
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Beweis: Sei x € Z[i],  # 0. Laut Bemerkung 1.1 ist = : Z[i] — Z[i] ein Ringisomorphismus; weiters ist
Z[i]z ein Ideal von Z[4] mit Z[ilz = Z[i]Z. Nach dem Isomorphieprinzip induziert - einen Ringisomorphis-
mus f : Z[i])/Z[ilx — Z[i]/Z[ilx = Z[i]/Z[i]T; somit ist Z[i]/Z[i|]T = Z[i]/Z]i]z, woraus sich ¢(T) = ¢ (x)
ergibt.

Aus den vorhergehenden Lemmata zusammen mit ¥ (z), N(z) > 0 folgt nun ¢ (z)? = ¥(z)i(x)
P(2)p(T) = Y(2Z) = P(N(x)) = N(z)? und damit schlieflich 1 (z) = N(z).

o

Satz 4.5. Seien x € Z[i]\{0}, y € Z[i], dann gelten
1. T, (y) st ein Nullteiler von Z[i|/Z]ilr < GGT(z,y) # Z[i]*.
2. 11, (y) ist eine Einheit von Z[i]/Z[i|lx < GGT(z,y) = Z[i]*.
3. Z[i]/Z]i]x ist ein Korper <= Z[i]/Z[i]x ist ein Bereich <= x ist ein Primelement.

Beweis: 1. =: Sei I (y) ein Nullteiler von Z[i]/Z[i]z, dann gibt es ein w € (Z[i]/Z[i]x)\{0}, sodass
IL, (y)w = 0 ist; sei weiters uw € Z[i] mit w = II;(u). Da w # 0 ist, erhélt man u ¢ ker(Il,) =
Z[i)z, woraus x 1 u folgt; andererseits ist aber 0 = II,(y)w = I, (y);(u) = I, (uy), was nun
x | uy impliziert. Angenommen GGT(z,y) = Z[i]*, dann ergibt sich zusammen mit Satz 2.5 der
Widerspruch z | u; also ist GGT(z,y) # Z[i]*.

«: Seien GGT(z,y) # Z[1]* und d € GGT(x,y); dann ist auch d ¢ Z[i]* und man erhilt z { %, da
v|%=ad|z=d|1=decZ[i]* - ein Widerspruch. Somit ist also § ¢ ker(Il,) bzw. II,(%) # 0;
schlieBlich folgt aus IT,(y)II(%) = (%) = H (4. (x) = 0, dass II.(y) ein Nullteiler von

Z[i)/Z]i]x ist.

2. =: Sei I, (y) € (Z[i]/Z]i]z)*, dann gibt es ein w € Z[i]/Z[i]z und ein u € Z[i], sodass IL, (y)w = 1
und w = I, (u) ist. Weiters gilt T1,(1) = 1 = II,(y),(uv) = I, (uy) und damit I, (uy — 1) = 0,
woraus nun x | uy — 1 folgt; daher gibt es ein 2z’ € Z[i] mit uy — 1 = z2’ bzw. ein z € Z[i] mit
zx + uy = 1; folglich ist 1 € Z[i]x + Z[i]y und damit GGT(z,y) = Z[i]* laut Korollar 2.4.

<: Sei jetzt GGT(z,y) = Z[i]*, dann ist 1 = ux + vy mit passenden u,v € Z[i] laut Korollar 2.4;
somit ist 1 = II,(1) = I, (ux + vy) = I (w) I (x) + I, (v)I (y) = 0+ I, (v)IL,(y) = . (v)IL(y)
und daher I, (y) € (Z[3]/Z[i]x)*.

3. Ist Z[i]/Z[i]x ein Korper, so ist Z[i]/Z[i]x klarerweise auch ein Bereich.

Sei also Z[i]/Z]i]x einmal ein Bereich und y € Z[i] ein Teiler von z. Dann gibt es ein z € Z[i] mit
x = yz; folglich ist dann 0 = I, (z) = I, (yz) = I, (y)I,(2) und nach Voraussetzung muss damit
IT,(y) = 0 oder I, (z) = 0 sein; im ersten Fall folgt y € Z[i]x und damit x | y und schlieBlich y ~ x;
im zweiten Fall erhilt man analog | z und damit z ~ z, woraus sich y € Z[i]* ergibt. Somit
besitzt - keine echten Teiler und ist daher ein Primelement in Z[i].

Sei nun x ein Primelement in Z[i]; dann ist « ¢ {0} U Z[{]* und deshalb |Z[i]/Z[i]x| = N(z) > 2
nach Satz 4.4; also ist Z[i]/Z[i]x nicht der Nullring. Seien v € (Z[i]/Z[i]z)\{0} und y € Z[i] mit
u = I, (y); wegen u # 0 erhélt man y ¢ ker(Il,) = Z[i]x bzw. z 1 y. Sei d € GGT(z,y); wegen
d | x muss d € Z[i]* oder d ~ x sein, da x ein Primelement ist; im letzteren Fall folgt auch
x | d, was wegen d | y schliefllich x | y impliziert - ein Widerspruch. Somit muss d € Z[i]*
und damit GGT(z,y) = Z[i]* gelten, womit u = II,(y) € (Z[i]/Z[i]x)* gezeigt ist; also ist jedes
u € (Z[i]/Z[i]x)\{0} invertierbar, und Z[i]/Z[i]x daher ein Koérper. O
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5 Struktur der primen Restklassengruppen (Z[i]/Z][i]x)*
Notation: Fiir z € Z[i] sei 1, : Z[i] — Z[i]/Z[i]z der kanonische Homomorphismus.

Bemerkung 5.1. Sei x € Z[i]\{0}; aus Satz 4.4 folgt dann unmittelbar |(Z[i]/Z[i]z)*| < |Z[i]/Z[i]x| =
Y(z) = N(z) < 0.

. . Z[i]\{0 N+
Definition 5.2. Sei qﬁz[i] : {m[ N0} : \(Z[i/Zli2) <]

Satz 5.3. Seien x,y € Z[i]\{0} mit GGT(x,y) = Z[i]*, dann ist ¢zp)(xy) = bz () Pz (v)-

Beweis: Seien z,y € Z[i] und d € GGT(x,y) = Z[i]*; da Z[i|x + Z[ily = Z[i]d = Z[i] ist, sind die Ideale
Z[i]z und Z[i]y teilerfremd und man erhélt aus dem chinesischen Restsatz

Z[i]Zliley = Z[i] /(Z[i)x O Z[ily) = Z[i)/Z]ilx x Z[i)/Z]ily;

folglich gilt auch (Z[i]/Z[i]lxy)™ = (Z[i]/Z]ilz x Z[i)/Z[ily)* = (Z[i]/Z[i]z)* x (Z]i]/Z]i]y)*. Insgesamt
ist also @y (zy) = [(Z[i]/Z[ilwy) ™| = [(Z[d]/ Zli2)* x (Z[i]/Z[ily)*| = |(Z[]/Z[]e) |- (2] /Z[dy)*| =
¢Z[i] (x)QSZ[i] (y)- O

Satz 5.4. Seien x € Z[i]\{0} prim und n € N*, dann ist ¢z;)(z™) = N ()" 1(N(z) — 1).

Beweis: Sei x € Z[i]. Da Z[i]2™ ein Ideal von Z[i] und Z[i]lz™ C Z[i]lx = ker(Il;) ist, erhélt man aus
der ,universellen Eigenschaft des Restklassenhomomorphismus“ dass es einen Ringhomomorphismus
f: 2/ Z]i)a™ — Z[i]/Z[i]x gibt mit f oIl = II,; dieses f ist wegen der Surjektivitét von II, ebenfalls
surjektiv. Setze f' := flzp/zpien)x  (Z[i]/Z[i]x™)* — (Z[i]/Z[i]z)*; da das Bild unter f jeder Einheit
in Z[i]/Z[i]=™ eine Einheit in Z[i]/Z[i]z ist, ist f’ mit diesem Wertebereich wohldefiniert.

Sei nun w € (Z[i]/Z[i]z)* beliebig und v € Z[i] mit w = II;(u); aus Satz 4.5 erhélt man damit
GGT(u,z) = Z[{]* und mithilfe von Satz 2.5 auch GGT(u,z™) = Z[i]*. Nochmalige Verwendung von
Satz 4.5 liefert nun I~ (u) € (Z[¢]/Z]i]x™)*; insgesamt gilt also w = I, (u) = (follzn)(u) = f(Mzn(u)) =
f'(gn (u)), womit gezeigt ist, dass f' auch surjektiv ist.

Aus dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie ergibt sich (Z[i]/Z[i]x)* /ker(f') = (Z]i]/Z[i]x)* und
folglich |(Z[i]/Z[i)x)* [ker(f")| = |(Z]i]/Z]i]z)*| = N(z) — 1, da z ein Primelement und Z[i]/Z[i]x somit
ein Korper ist.

Sei w € Z[i], dann ist GGT (2™, 1 + ux) = Z[i]*, da jeder gemeinsame Teiler von z™ und 1 + ux
eine Potenz von x sein muss - weil  prim ist - aber 1 4 ux nicht von z geteilt wird. Daher ist TI;» (1 +
uzx) € (Z[i]/Z[i]x™)* und wegen f'(Ilzn(1 + uzx)) = f(un (1l + ux)) = (1 + ux) = (1) = 1 ist
In (1 4+ ux) € ker(f').

Seien uq,us € Z[i], dann gilt yn (1 4+ urz) = e (1 + ugz) < 2" | vz — ugx = (u; —ug)z S x
uy — ug < Mpn—1(ug) = Mpn-1(ug).

Definiere nun g : Z[i]/Z[i]lz" ™! — ker(f') via g(Izn-1(u)) = Iz (1 + uz), dann ist g nach den
Uberlegungen zuvor wohldefiniert. Aus der Beziehung Il (1 + uyz) = Hpn (1 + ugx) < Tpn-1(uy) =
I n-1(uz) folgt auBerdem die Injektivitéit von g. Um auch noch die Surjektivitit von g zu zeigen, wihle
man ein y € ker(f’) beliebig, dann gibt es ein v € Z[i] mit y = I« (v); zusitzlich folgt aus f/'(y) = 1
noch I, (v) = f(Ilz=(v)) = f/(Hen(v)) = 1 = (1) und damit = | 1 — v bzw. (—u) = 1 — v bzw.
v =1+ uz mit u € Z[i]. Somit ist g(Il n-1(u)) = Hyn (1 4+ uz) = Uyzn (v) = y und g daher surjektiv.

Also ist g bijektiv und folglich |ker(f’)| = |Z[i]/Z[i]z"~!| = N(2"~1) = N(z)"~*. Da ker(f’) eine
Untergruppe von (Z[i]/Z[i]x™)* ist, ergibt sich das Ergebnis

gy (") = |(Z[)/Zlila™) | = (Z[i]/Z[i)a") " [ker (f7)]: [ker (f)] = (N (2) = 1)- N (2)"

als Folgerung aus dem Satz von Lagrange. O

n—1 ‘

Satz 5.5. Seien p € T sowie n € NT, dann gilt:

(Z[i))Z[i]p™)* ist zyklisch <= n =1.
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Beweis: n=1: Da p ein Primelement in Z[i] ist, erhdlt man aus Satz 4.5, dass Z[i]/Z[i]p ein Korper
mit N(p) Elementen ist. Also ist insbesondere (Z[i]/Z[i]p)* endlich, woraus nun folgt, dass die Einhei-
tengruppe (Z[3]/Z[ilp)* zyklisch ist. [2, Kapitel 2, Satz 3.4]

n > 2: Laut Satz 5.4 gilt ¢y (p" ") = [(Z[i]/Z[i]p" )| = N(p)" *(N(p) — 1) = p*"~ D (p* - 1); da
die Gruppenordnung von (Z[i]/Z[i]p"~1)* Vielfaches der Ordnung eines jeden Elements ist, ergibt sich
folgende Aussage:

(VY = € (Z[3]/Z[i]p"~ 1)) 2P @D = 1.
Sei nun @ € Z[i] mit GGT(p, a) = Z[i]*, dann ist auch GGT(p" ™", a) = Z[i]*, woraus mittels Satz
4.5 nun I,n-1(a) € (Z[i]/Z[i]p"~')* folgt. Zusammen mit der Uberlegung zuvor erhilt man

My (@700 0) < T (0™ 70% 0 <

bzw. dquivalent dazu
TP

=1 (mod p" ).
Diese Kongruenz lésst sich auch in der Form
P (ot D R R bp" !
mit b € Z[i] anschreiben, woraus man durch Potenzieren mit p die Gleichung
7T (1+bphyp

erhélt. Mittels binomischem Lehrsatz ergibt sich

P P
(1+bpn71)p _ Z (z)bkpk(nl) :1+pbpn1+z< )bk k(n—1) _

k=0 k=2
p p
- 1 n 2(n—1) Py (k=2)(n—1) — 2(n—1) P\ gk (k=2)(n—1) —
+op" +p Zkbp 1+p Zkbp
k=2 k=2
= 1 (mod p"™),

dan>2 = 2(n—1)=n+n—2 > n. Insgesamt folgt daraus also die Aussage
(VY a € Z[i], GGT(p,a) = Z[i]*) & "® 1 =1 (mod p™).

Sei jetzt = € (Z[i]/Z[i]p™)* und a € Z[i] mit x = II,n(a); dann gilt GGT(p", a) = Z[i]* nach Satz
4.5 und damit klarerweise auch GGT(p, a) = Z[i]*. Zusammen mit der letzten Kongruenz folgt dann

2 = M ()T = 1 (@) = 1,
was schlielich

ord(z) <p*P(p* — 1) <p**(p* —1) = N(p)" " (N(p) — 1) = |(Z[i]/Z[i]p") |

liefert. Damit kann also (Z[i]/Z[i]p™)* nicht zyklisch sein, da sonst ein xg € (Z[i]/Z[i]p™)* mit (x¢) =
(Z[i)/Z]i]p™)™ existieren miisste, fiir das dann aber ord(xg) = |(xo)| = [(Z[i]/Z[i]p™)*| gelten wiirde -
ein Widerspruch zur Ungleichung zuvor. O

Satz 5.6. Seien m € U sowie n € N, dann gilt:
(Z[]))Z[i]7™)* ist zyklisch < n < 3.

Beweis: Seien 7 € U und n € Nt dann ist zuniichst einmal 77 € V = {2}; weiters kann wegen
(1+4)(1—4i)=2,1—i=1+7und 1 +i~ 1—iohne Einschrinkung 7 = 1 + i angenommen werden.

n = 1: Mit Satz 5.4 erhélt man [(Z[i]/Z[i]n)*| = ¢zp)(m) = N(7) =1 =2 —1 = 1; es folgt sofort
(Z[i)/Z]i)m)* = {1} = (,(1)). Also ist (Z[i]/Z]i]7)* zyklisch.
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n = 2: Aus ¢z (7?) = N(m)*(N(r) — 1) = 2 folgt, dass (Z[i]/Z[i]7*)* eine Gruppe mit 2 Elementen
ist; diese wird vom Element x # 1 erzeugt - wegen ! = x und 2% = 1 - und ist daher zyklisch.

n = 3: Hier ist 7" = (1 +14)% = =2+ 2¢ und [(Z[i]/Z[i]7")*| = ¢zp)(x™) = 2371(2 — 1) = 4; es muss
also ein x € (Z[i]/(—2 + 2i)Z[i])* mit ord(z) = 4 gefunden werden.

Betrachtet man das Element I (24 14) € Z[i]/Z][i]n™, so sieht man, dass 1 = (—1)(—2+2i) +i(2+1)
ist. Nach Korollar 2.4 ist damit GGT (=2 + 2,2+ 4) = Z[i]* und somit I~ (24 14) € (Z[i]/Z[i]x™)* laut
Satz 4.5.

Nun wird behauptet, dass ord(Il;~(2 4 7)) = 4 gilt, wie man durch Nachrechnen bestitigt:

(24+49)% =1 _ (2+44)(=2-2i) _ % _ %Z ¢ Z[l] =

—2+22 8
= (2+419)2—-1¢ (-2+20)Z[i] = ker(Il;») =
= M (2402 # (1) =1 =
= ord(lym(2+41)) # 2.

Insbesondere gilt damit ord (I~ (2+1)) > 1, da sonst I« (2+14)? = 1 wire. Da jedoch ord(IL;» (2+1))
ein Teiler von |(Z[i]/Z[i]x™)* | = 4 ist, bleibt nur mehr die zuvor behauptete Moglichkeit iibrig.
n > 4: Es ist |(Z[i]/Z[i]7"2)*| = ¢z (7" %) = N(7)"*(N () — 1) = 2"~3 und

n—

(Y @ € (Zi)/Z[i]x" %)) 22" =1,

da die Ordnung eines jeden Elements die Gruppenordnung von (Z[i]/Z[i]m"~2)* teilt.
Sei a € Z[i] beliebig mit GGT(r,a) = Z[i]*, dann ist auch GGT(7"2%,a) = Z[i]* und damit
n—2(a) € (Z[i]/Z[i]7™~2)*. Zusammen mit dem vorigen Ergebnis ergibt sich

Mn2(a?" ") = Myns(a)? =1

oder anders formuliert o
a® " =1 (mod " ?).

Das nochmals anders notiert liefert s
2"L7

a =1+br" 2
mit b € Z[i]; daraus folgt mittels Potenzieren mit 2 (= —ir?) die Beziehung
CL2n—2 _ (1 +bﬂ_n—2)2)
aus der man durch Ausquadrieren und der Wahl &’ = —ib € Z[i] Folgendes erhiilt:
(1+br"" 32 = 1+4+2b7" 2+ prr2(n=2) =
147" 4+ p?r2(n=2) =
1+ 62722 =
1 (mod "),

wobei die letzte Kongruenz wegen n > 4 = 2(n —2) = n+n — 4 > n wahr ist. Somit sieht man die
Giiltigkeit der folgenden Behauptung;:

211.72

(V a € Z[i], GGT(m, a) =Z[i]*) a

Wié&hlt man jetzt = € (Z[i]/Zi]7™)* und a € Z[i] mit x = Iz~ (a), so ist GGT (7", a) = Z[i]* und
damit auch GGT(7, a) = Z[i]*, woraus sich zusammen mit der vorigen Behauptung schliefllich

=1 (mod 7").

271—2 271—2

22 =T (@) =T (@ ) =1

ergibt. Insgesamt liefert das

ord(x) < 2"? < 2°~1 = N(m)" (N (m) — 1) = |(Z[i)/Z[i]=") "],

womit gezeigt ist, dass (Z[i]/Z[i}7™)* nicht zyklisch sein kann, da fiir ein erzeugendes Element xy €

(Z[i)/Z]i]m™)* die Beziehung {(x¢) = (Z[i]/Z[i]7™)* und damit auch ord(z¢) = |{(zo)| = |(Z[i]/Z]i]7™)*|
gelten miisste, was nach obiger Ungleichung aber nicht méglich ist. O
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Satz 5.7. Seien m € U sowie n € NT, dann gilt:
(Z[i))Z[i]7™)* st zyklisch.

Beweis: Da 7 € 4l ist, gilt 7 » 7. Seien nun p € Y mit p = 77 und j : Z — ZJi] die Inklusion.
Definiere f : Z — Z[i]/Z[i]7™ mit f(a) := Iz~ (j(a)), dann ist f ein Ringhomomorphismus, da j und
II:» Ringhomomorphismen sind; weiters gilt

ker(f)

{a €Z | (j(a) =0} ={a€Z]|ja) € ker(llpm) =Zli]x"} =
= {a€Z|a€Zilx"} =ZNZ[ir".

AuBlerdem ist Z N Z[i]x™ = p"Z und daher auch ker(f) = p"Z, wie im Folgenden gezeigt wird.

D: Wegen p"Z C Z und p"Z = "7 Z C Z[i|7", gilt p"Z C Z N Z[{]7".

C: Sei a € ZN Z[i]x™, dann ist insbesondere a € Z, weshalb a = eprFqr i gm =TT g1 G
mit € € {—1,1}, k,m € Nund ¢, ...,¢n € P\{p} ist. Wegen = | p ergibt sich zusammen mit Satz 3.3
die Aussage 7 1 ¢; in Z[i] fir alle I € {1,...,m} und da © » 7 ist, folgt weiters 7 { 7 in Z[i]; damit gilt
aber auch 717" in Z[i] und klarerweise auch 7 { € in Z[i], da 7 prim in Z[i] ist. Nach Voraussetzung ist
zusitzlich a € Z[i]7™, womit man 7" | a in Z[i] erhilt; aus der Uberlegung vorhin und der Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung ergibt sich nun k > n, da sonst 7" | a in Z[i] nicht mdglich wire. Somit gilt
also p" | p¥ | @ in Z und damit a € p"Z.

Aus dem Homomorphiesatz der Ringtheorie folgt nun die Existenz eines injektiven Ringhomomor-
phismus f : Z/p"Z — Z[i]/Z[i]7", da ja p"Z = ker(f) ist; beachtet man, dass |Z/p"Z| = p" = N(m)" =
N(7™) = |Z[i]/Z[i]="™| ist, so ergibt sich aus der Injektivitit von f auch sofort die Surjektivitit und
damit die Bijektivitit von f; somit ist f ein Ringisomorphismus und folglich

k

Z)/Z]i|x" 2 Z/p" L.

Dieses f induziert nun auch einen Gruppenisomorphismus f* : (Z/p"Z)* — (Z[i]/Z[i]x"™)*; damit gilt
also auch
(Zl)/z[i]=")* = (Z/p"Z)*.

Da nun mit p € U insbesondere p > 2 ist, ist (Z/p"Z)* nach dem Satz von Gaufl eine zyklische Gruppe,
womit auch (Z[i]/Z[i]x™)* zyklisch ist. O

Lemma 5.8. Seien n € N, G1,...G,, endliche Gruppen, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Gy X ... x Gy, ist zyklisch.
2. Vvedl,...,n}) G, ist zyklisch und (¥ vi,v0 € {1,...,n},1n #1a) ggT(|Gu,|,|Gu,]) = 1.

Beweis: 1.=- 2.. Angenommen 2. ist falsch, dann ist die Negation von 1. zu zeigen.
Fall 1: Sei v € {1,...,n}, sodass G, nicht zyklisch ist; ohne Einschrinkung sei v = 1, das heifit

(VgeG)(3FheG)(¥keN)n+#gh

Sei nun g = (g1,...,9n) € Gy X ... x G, beliebig, dann gibt es ein h; € Gy, sodass hy # gF ist fiir alle
k € Nt und somit ist (mit komponentenweiser Verkniipfung) (h1,1,...,1) # g* fiir alle k € NT, womit
g kein erzeugendes Element von G; X ... X G, ist. Da g € G X ... X G,, beliebig gew#hlt war, kann
G1 X ... X G, daher nicht zyklisch sein.

Fall 2: Seien jetzt n > 2und vy, v5 € {1,...,n}, v1 # vo mit ggT(|G,,|,|G.,|) > 1; ohne Einschréinkung
seien v; = 1 und vo = 2. Wihlt man nun g = (g1, g2) € G1 X G2 beliebig, dann ist gllG1| =1¢g, und 9‘262‘ =
1g, und folglich gkeV(IG1LIG2) — (glfgv(‘GlMGQD,glz‘gVUGl\v\Gﬂ)) = (1,1) = 1; wegen ggT(|G4|,|G2|) > 1
ergibt sich aber

|G - |G
ord(g) < kgV(|Gi|,|G2|) = 7~ < |G1] - |G2| = |G1 X Ga.
(g)f g (| 1| | 2|) ggT(|G1|,|G2|) | 1| | 2| | 1 2|
Damit kann g kein erzeugendes Element sein, denn sonst miisste ord(g) = [{(g9)| = |G1 x G2| gelten; da

g € G1 X G5 beliebig gewahlt war, kann GG; X G5 somit nicht zyklisch sein, was fiir n = 2 den Fall erledigt.
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Fiir n > 3 gilt zunéchst klarerweise
G1X...XGng(GlXGQ)XGgX...XGn

und da nun die erste Gruppe des Produktes auf der rechten Seite nicht zyklisch ist, folgt mittels Fall 1,
dass (G1 X G2) X G3 X ... x Gy, nicht zyklisch und schlieflich auch G1 X ... x G,, nicht zyklisch ist.

2. = 1.: Diese Implikation wird mittels vollstdndiger Induktion nach n bewiesen.

n =1: Dann gilt 2. = 1. trivialerweise.

n = 2: Seien my, mg € NT mit m; = |G1| und mg = |Gs|. Aus dem Struktursatz fiir zyklische Gruppen
erhilt man G1 & Z/my Z sowie Gy = Z/moZ und mittels chinesischem Restsatz auch Z/m1Z X 7/ ms7 =
Z/mimoZ wegen ggT(mq,ms) = 1. Insgesamt heifit das also

G1 x Gy = Z/m1Z X Z/mQZ = Z/mlmgz,

womit gezeigt ist, dass G1 x Gy zyklisch ist, da ja Z/mimsoZ zyklisch ist.

n > 3: Sei die Implikation 2. = 1. fiir n — 1 gezeigt. Aus der Voraussetzung folgt insbesondere, dass
jedes G, zyklisch ist mit v € {1,...,n—1} und ggT(|G,, |, |Gu,|) = 1ist fiir alle 4,15 € {1,...,n—1}, 11 #
vg; also erhélt man nach Induktionsannahme, dass G X ... X Gy, —1 zyklisch ist. Da

G1 X ... X Gy 2 (G X ... x Gp1) X Gy,

ist und wegen ggT(|G,|,|Gn|) = 1 fir alle v € {1,...,n — 1} auch ggT(|G1 X ... X Gp_1|,|Gn]) =
ggT(|G1]+...-|Gn=1],|Gn]) = 1 gilt, folgt mithilfe des Falles n = 2 die Zyklizitit von (G1 X ... X Gp—1) X Gy,
und damit jene von G X ... X G, was den Induktionsbeweis abschlief3t. O

Satz 5.9. Seia € Z[i], dann ist (Z[i]/Z[ila)* genau in den folgenden Fdllen zyklisch:
1. a€e{0,1,i,—1,—i}.
ca~ (149" mitn e N undn < 3.
.a~mmitTe T

2
3
4. a~7" mit™e U undn € NT.
5 a~(14i)m mitme¥.

6

a~ (147" mit m € U und n € NT.

Beweis: Sei a € Z[i], dann sind die folgenden 3 Félle moglich.

Fall 1: a = 0: Wegen Z[i|/Z]i]a = Z][i] ist (Z[i]/Z[i]a)* = Z[i]* = (i) und damit zyklisch.

Fall 2: a € Z[i]*: Aus Z[i]/Z]ila = Z[i]/Z]i] = {0} folgt, dass (Z[i]/Z[i]a)* = {0}* = {0} = (0) ist;
also ist (Z[i]/Z[i]a)* auch in diesem Fall zyklisch.

Fall 3: a ¢ {0} UZ[{]*: Nach Satz 3.15 besitzt a eine eindeutige Darstellung in der Form

QAm

— ay
a=¢€-m ' Lmy

mit € € Z[i]*,m € N*, 7,...,7, € B und aq, ..., a,, € NT.

Seien nun m, 7’ € P mit 7 # 7' und k,I € NT, dann ist GGT(n,n") = Z[i]*, da 7 und 7’ prim
und nicht assoziiert sind; damit ist nun auch GGT(7*, ') = Z[i]* laut Satz 2.5. Weiters erhilt man
daraus mit Korollar 2.4 die Beziehung 1 € Z[i]r* + Z[i]7"* und schlieflich Z[i]7* + Z[i]z"" = Z]i], was
gleichbedeutend damit ist, dass die Ideale Z[i]7* und Z[i]7"" teilerfremd sind. Mit dieser Uberlegung
ergibt sich zusammen mit dem chinesischen Restsatz

Zi))Z]i)a = Z[E)/Z]i) € - 7t - mwom = LI 2[R - - 2w 2 2] 28R X x ] 2w
und damit auch

(Z[i]/Z[i]@)X = (Z[i]/Z[Z‘}Wlal X ... X Z[i]/Z[i}ﬂ%’”)X = (Z[i}/Z[i]ﬂ‘f‘l)X N (Z[i]/Z[i]ﬂ'am’)X.
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Fall 3.1: m = 1: Gemif den Sétzen 5.5, 5.6 und 5.7 ist (Z[i]/Z[i]a)* genau dann zyklisch, wenn einer
der Punkte 2., 3. oder /. eintritt; die Einheit € spielt dabei keine Rolle.
Fall 3.2: m > 2: Da

(Z[i)/Z[i]a)* = (Z[)/Z[im7 )™ X o X (Z]i] /2l )

ist, muss als notwendige Voraussetzung fiir die Zyklizitit von (Z[i]/Z[i]a)* jedes einzelne (Z[i]/Z[i]mp")*
zyklisch sein; damit bleiben fiir p € {1,...,m} nur mehr die Moglichkeiten 7, € T A «, =1, 7, €
U AN oy <3und m, € 4 A a, € N'. Weiters miissen fiir die Zyklizitit von (Z[i]/Z[i]a)* auch
die Gruppenordnungen ¢z (7;") aller Gruppen (Z[i]/Z[i]m;")* paarweise teilerfremd sein; fiir p €
{1,...,m} sei p, € P die nach Satz 3.3 eindeutig bestimmte Primzahl mit m, | p,, dann erhélt man
zusammen mit Proposition 3.8:

¢ T €T = Guy(mit) = N(mu) ™~ (N(my) — 1) = pp™ V(p2 — 1) € 2N*, wegen p,, # 2.

o T, €T = ¢yppy(mp”) = N(m ) H(N(m,) — 1) = pp* " (pp — 1) = 2%, wegen p,, = 2.
o M€ = ¢yy(mi") = N(m,) ™ L(N(m,) — 1) = pp* " (py — 1) € 2N, wegen p,, # 2.

Man erkennt, dass in der Primfaktorzerlegung von a hichstens ein triges oder unverzweigtes Primelement
auftreten kann; als zweites Primelement ist dazu nur 1+ ¢ méglich, da sowohl ¢z;1((1 4 )?) als auch
bz (14 i)3) gerade ist, womit die Ordnungen der beiden auftretenden Gruppen nicht mehr teilerfremd
wéren. Dies entspricht den Punkten 5. und 6. und ist laut Lemma 5.8 auch eine hinreichende Bedingung
fiir die Zyklizitat von (Z[i]/Z]i]a)*. O
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