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1 Vorbemerkungen

Definition. Sei n € N*, ¢(n) := |{d € [0,n — 1] | g9T(d,n) = 1}|. Die
Abbildung ¢ : NT — NT heiit Euler’sche Phi-Funktion und ist fiir n € N*
gleich der Anzahl an Elementen aus [0,n — 1], die teilerfremd zu n sind.

Bemerkung. Seien j € N, m,n € NT und p € P.

L ¢(m) = [(Z/mZ)*|, ¢(p) =p—1 und $(p’) = (p— 1)p’~".

2. ¢ ist multiplikativ, das heifit ggT'(m,n) =1 = ¢(m - n) = ¢(m)d(n).
Notation. Mit 7, : Z — Z/mZ wird im Folgenden der kanonische Homo-
morphismus bezeichnet.

Satz. Seiena € Z, meNT, peP.

1. "EULER”: ggT(a,m) =1 = a®™ =1 (mod m).

2. "kleiner FERMAT”: a? = a (mod p); pta = a?~* =1 (mod p).
Beweis.

1. Da g¢gT'(a,m) = 1 ist, ist mp(a) € (Z/mZ)* und mittels Satz von La-
grange erhilt man ord(my,(a)) | (Z/mZ)*| = ¢(m); daraus folgt aber
T (a)?™ = 1(7,/17)« und schlieBlich 7, (a?™) = 7, (a) ™) = 177
= 7, (1z), was dquivalent zu a®™ =1 (mod m) ist.

2. Mittels Fallunterscheidung erhélt man schrittweise:
e pfa= ggT(a,p) =1= a®®) =P~ =1 (mod p) = a? = a (mod p)

epla=p|a’=p|aP —a= a’ =a (mod p).

Definition. Seien a € Z und m € Nt mit gg7'(a, m) = 1. Dann heiit a genau
dann eine Primitivwurzel modulo m, wenn (m,,(a)) = (Z/mZ)*.



Bemerkung. Definiert man fir @ € Z und m € Nt mit ggT(a,m) = 1 die
Ordnung von a modulo m via ord,,a = min{k € N* | a¥ =1 (mod m)}, so
folgt daraus

1. ordna = ord(my,(a)) in der Gruppe (Z/mZ)*.
2. a ist eine Primitivwurzel modulo m < ord,,a = ¢(m).

Beweis.
1. Klar, da ord(my,(a)) = min{k € N | 7 (a)® = 1(z/mz)x }-
2. =: aist eine Primitivwurzel modulo m = ¢(m) = [(Z/mZ)*| = |{(mm(a))]
ord(mm(a)) = ordy,a.

<: Aus [(Z/mZ)*| = ¢(m) = ordma = ord(mm(a)) = |(mpm(a))| und
(Tm(a)) C (Z/mZ)* folgt (mm(a)) = (Z/mZ)* und damit die Behaup-
tung.

2 Der Satz von Gaufl

Lemma. Zu jeder Primzahl p gibt es eine Primitivwurzel ¢ modulo p mit
aP~t £ 1 (mod p?).

Beweis. Sei p eine Primzahl, a1 € Z und as := a1 + p. Mithilfe des binomischen
Lehrsatzes kann man a) schreiben als

P
p . )
= ar+pr =3 (")l
— \J
J
Betrachtet man a5 nun modulo p?, so sieht man, dass p? jeden Summanden
fiir j = 0,...,p — 2 teilt, da p? | p?~7 | (?)a{p”’j; fiir j =p—1ist (?)a{pp*j =
paf_lp, womit ersichtlich ist, dass auch dieser Term Vielfaches von p? ist. Da

der letzte Summand (g JaipP~P = af ist, erhélt man

R
a2:a1

(mod p?). 1)
Aus dem kleinen Fermat’schen Satz folgt nun, dass af = a; (mod p) und
ah = ay (mod p) bzw. o} = a; +byp und ab = as + bop mit by, by € Z sind. Man
erhélt, wenn man diese Beziehungen in (1) einsetzt und ay = a; + p beachtet
az + bap = a1 +p + bap = ay + bip (mod p*);
dies ist dquivalent zu bop = byp — p (mod p?); "kiirzt” man das p in dieser

Kongruenz, so erhalt man

by = by — 1 (mod p).



Das heifit nun, dass hochstens eines der beiden b;, i € {1,2} durch p teilbar
sein kann; denn sonst wire 0 = 1 (mod p), woraus p = 1 folgen wiirde - ein
Widerspruch.

Man wéhle nun a; als eine Primitivwurzel modulo p, was nach den Erken-
ntnissen in den vorigen Abschnitten moglich ist; dann gilt as = a1 +p = ag =
ar (mod p) = my(as) = mp(a1). Da (Z/pZ)* = (mp(a1)) = (mp(az)), ist auch ao
eine Primitivwurzel modulo p.

Sei nun by jenes der beiden b; von vorhin, das kein Vielfaches von p ist,
dann gilt p { by = p? | bap = p? t ab — az. Das besagt aber gerade, dass
p® 1 az(ah™ — 1) und insbesondere p? t (a5~ — 1) gilt. Da die letzte Aussage
dquivalent zu

ag_l # 1 (mod p?)

ist, und a9 eine Primitivwurzel modulo p ist, ist das Lemma bewiesen. [

Der folgende Satz - der Satz von Gauss - ist in dieser Form das Gegenstiick
zum Satz iiber die notwendige Bedingung fiir die Existenz von Primitivwurzeln
modulo einer natiirlichen Zahl; er besagt, dass diese notwendige Bedingung
gleichzeitig hinreichend ist.

Satz. Modulo m € NV existieren genau dann Primitivwurzeln, wenn m €
{1,2,4,p%,2p" | p € P\{2},a € N*}.

Beweis. Wie eben bemerkt, bleibt nur noch zu zeigen, dass es modulo dieser
speziellen natiirlichen Zahlen tatsichlich Primitivwurzeln gibt.

Fir m = 1 ist a = 1 eine Primitivwurzel, da (Z/Z)* = {0}* = {0} = {1};
ebenso ist @ = 1 eine Primitivwurzel modulo m = 2, da (Z/2Z)* = {0,1}* =
{1}, und a = 3 eine Primitivwurzel modulo m = 4, da (Z/4Z)* = {1,3} = (3).

Im Folgenden seien p eine ungerade Primzahl und « eine natiirliche Zahl.
Zunachst wird der Fall m = p® behandelt und gezeigt, dass es modulo p® Prim-
itivwurzeln gibt. Zu diesem Zweck wihle man a € NT als eine Primitivwurzel
modulo p mit a?~! # 1 (mod p?), das heiit wie im vorangegangenen Lemma.
Im n#chsten Schritt beweist man mittels vollstdndiger Induktion die Aussage

(Vo€ N* o >2) a® V""" £ 1 (mod p®). (2)

In diesem Fall startet der Induktionsbeweis bei a = 2 und man hat als
Induktionsverankerung a?~! # 1 (mod p?) zu zeigen; diese Aussage erledigt
sich aber von selbst, da a ja genauso gewahlt wurde, dass es diese Eigenschaft
hat. Im folgenden Induktionsschritt setzt man (2) fiir ein gegebenes a > 2 als
richtig voraus und behélt dies im Auge; denn einerseits folgt aus dem Fuler’schen
Satz a®®" ") =1 (mod p*~') und andererseits ¢(p®1) = (p — 1)p®~2 aus den
Eigenschaften der Fuler’schen Phi-Funktion. Zusammen ergibt sich

QPP = (mod p*~1)



oder dquivalent dazu

a0y et (3)

wobei hier zu beachten ist, dass b zwar ganz ist, aber nach Induktionsan-
nahme kein Vielfaches von p sein kann, da sonst aP=DP* 7 = 4y p gelten
wiirde mit b’ € Z, was aP~DP" " =1 (mod p®) zur Folge hitte - ein Wider-
spruch zur Induktionsannahme.

Durch Potenzieren von (3) mit p erhdlt man mittels binomischem Lehrsatz

p
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j=0

diese letzte Summe anders angeschrieben ergibt
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Da a > 2, ist fiir j > 3 jeder Summand Vielfaches von p, da p | p=2)(@=1) |
(?)bjp(j”)(afl); beachtet man aber, dass (5) = @ und p — 1 gerade ist,
so sieht man, dass p ein Teiler von (’2’) ist - was nach einem Resultat aus
der Vorlesung ”Einfithrung in die Algebra” ohnehin klar ist (n ist prim <
(Vme{l,..,n—1}) n| (). Insgesamt heiBt das also, dass die Summe

Z?:z (5’) b pli—=2)(@=1) Vielfaches von p ist; schlieBlich liefert das

p
1+ bp° Jrpz(aq) Z <§)> bjp(jf2)(a71) — 14 bp® + ep?e!
j=2

mit ¢ € Z und nochmals zusammengefasst

a(p—l)p"‘*1 =1+ bpa + cp2a—1

Da aber a@ > 2 = 2a — 1 > a + 1, folgt daraus, dass p®*! | ¢p?*~1, aber
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p*t1 { bp®, da pt b wie bereits weiter oben bemerkt wurde. Das heifit also

a® VP =1 4 bp® £ 1 (mod p*tY),

was genau der Aussage in (2) entspricht mit o+ 1 anstelle von . Damit ist
der Induktionsbeweis abgeschlossen und die Richtigkeit von (2) gezeigt.

Sei a im Weiteren wie bisher gewihlt; dann sind a und p® teilerfremd, denn
ein ggT'(a,p®) > 1 hétte einen gemeinsamen Teiler p zur Folge, womit a ein
Vielfaches von p wére - ein Widerspruch, da a eine Primitivwurzel modulo p
ist und somit ggT'(a,p) = 1 gilt. Also ist es moglich | := ordyea zu definieren.



Da ordyea | n fir alle n € Z mit ™ = 1 (mod p®), gilt insbesondere [ |
#(p®) = (p— 1)p®~! nach Euler’schem Satz und Eigenschaften der Euler’schen
Phi-Funktion. Allerdings gilt wegen a' = 1 (mod p®) erst recht a' = 1 (mod p),
dap|p®|al—1. Wegen ord,a = ¢(p) = p—1 und ordya | I gilt zusitzlich auch
p— 1|1, zusammen also

p=1[l(p—1)p*

damit kann [ nur von der Form [ = (p — 1)p® mit 8 € {0,...,a — 1} sein.
Daher folgt daraus a! = a®~DP” = 1 (mod p%); laut (2) ist 8 < a—2 aber nicht
méglich, da aP~DP” =1 (mod p®) mit B < a — 2= pi*+? | p* | aP=Dr’ _ 1 =
ar=0pP” =1 (mod pP+?), was ein Widerspuch zu (2) mit o = 3 + 2 ist.

Damit bleibt nur die Moglichkeit 8 = a — 1 iibrig, woraus ordpea = =
(p— 1)p*~1 = ¢(p®) folgt. Dies ist aber nach der Charakterisierung von Prim-
itivwurzeln dquivalent damit, dass a eine Primitivwurzel modulo p® ist, womit
gezeigt ist, dass es modulo p® mit ungerader Primzahl p und natiirlichem «
Primitivwurzeln gibt.

Zuletzt muss noch gezeigt werden, dass es auch modulo 2p®, mit p und «
wie vorhin, Primitivwurzeln gibt. Sei dazu a eine Primitivwurzel modulo p®;
ferner wahle man eine ungerade Primitivwurzel @ modulo p®. Solch ein @ kann
man unter den bisherigen Voraussetzungen auch immer finden: Falls a ohnehin
ungerade ist, wahlt man G := a, andernfalls a := a + p®; & ist dann ungerade
und Primitivwurzel modulo p®, da a = & (mod p*) = mpe(a) = mp«(a) =
(Z/p°2)* = (mpo (@) = (mye (@),

Wegen ggT'(2,p*) = 1 folgt aus dem chinesischen Restsatz, dass

(Z/2p°Z)" = (Z/2L)* x (Z/p*L)* = (Z[p“L)*, (4)

wobei die zweite Isomorphie trivial ist, da (Z/2Z)* = {1}. Man wéhle nun

folgenden Gruppenisomorphismus f : (Z/2p*Z)* — (Z/p*Z)*, definiert via

mope (2) = (m2(x), Tpa (2)) — mpa () fiir & € Z, wobei die Abbildungspfeile fiir

die einzelnen Gruppenisomorphismen in (4) stehen. Beachtet man die folgenden
Aquivalenzen

(Z/2p°Z) = (mape(a))
fF(Z)2p*Z)) f((m2pe(a)))
(Z/p*Z)* = (f(mape(a))),
so sieht man, dass @ genau dann eine Primitivwurzel modulo 2p® ist, wenn

f(mopa (@) die Gruppe (Z/p®Z)* erzeugt.
Dazu untersucht man die Wirkung von f auf mape (4):
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—
—

—~
~N
—_

T2p (@) — (ma(a), Tpe (a)) — Tpe (@),

und erkennt, dass f(mape(G)) = mpe (@) und Gleichung (7) somit erfillt ist.
Damit sind aber auch (6) und schlielich Aussage (5) wahr, womit gezeigt ist,
dass a eine Primitivwurzel modulo 2p® ist. O



