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In dieser Arbeit wird beschrieben wie man das Verhalten von Schallwellen in einem Fagott mathe-
matisch beschreiben kann. Dafiir wird zuerst ein Modell von Differentialgleichungen in einem Zylinder
beschrieben, welches dann in ein lineares Gleichungssystem umformuliert wird, das sich leichter simulieren

lasst.

1

Grundgleichungen

Betrachte das folgende System von partiellen Differentialgleichungen:

Oo ov, v, Ou, B
(“)t+((“)r+r+az) =0 )
06
By ®
Ov, N @ B 0%v, n lavz 3)
ot "o: Yo T ror
or oo a [0 107
R @
0 = o+ (5)

In diesen Gleichungen enthalten und verwendet:

Die Gleichungen sind in Zylinderkoordinaten geschrieben mit einem Radius r (und im Modell
normiert |r| < 1).

Um das System zu vereinfachen wurde bereits vorausgesetzt, dass das System radialsymetrisch ist.
Also findet sich keine Abhénigkeit eines Radialwinkels .

Falls man Reibungseffekte beriicksichtigen mochte muss ein Geschwindigkeitsfeld v, betrachtet
werden. Dies ist notwendig wenn man beachtet, dass der Einfluss von Reibung am Rand grofler ist
als in der Mitte des Rohrs.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit entlang des Rohres (Zylinders) ist mit v, bezeichnet.

« beschreibt eine Konstante in der Gréfenordung von 1073, Diese tritt auf wenn man den langen
Zylinder des Fagotts in kleine Zylinder schneidet.

T beschreibt die Temperaturabweichung.
¢ beschreibt die Druckabweichung.

o ist mit ¢ = 7 + v gegeben.
v = % ist das Verhéltnis der spezifischen Warmekapazitit der Luft bei konstantem Druck und
konstantem Volumen.

Die Konstante Pr ist die Prandtl-Zahl, diese ist eine dimensionslose Kennzahl von Gasen (oder
Fliissigkeiten). Sie ist definiert als das Verhéltnis zwischen kinematischer Viskositéit und Tempera-
turleitfdhigkeit (nach [Wikipedia (2011)]):

Hierbei sind A die Warmeleitfahigkeit, c, die spezifische Warmekapazitét, n die dynamische Vis-
kositdt des Gases, v die kiniematische Viskositdt des Gases und a die Temperaturleitfihigkeit.

Es wird angenommen, dass § = §(z) gilt (als Konsequenz des idealen Gasgesetz [5)).



Um die Losung dieser Differentialgleichung zu finden ist es natiirlich notwendig Randbedingungen zu
fixieren. In diesem Modell werden die einfachsten Randbedingungen angenommen:

v, =0
v, =0 firr=1
T =0

Die Einschrankung an v, ist offensichtlich sinnvoll, denn der Zylinder wird als festes Bauteil angenommen
(alle kleinen Ausdehnungen werden vernachléssigt) womit keine radiale Ausbreitung vorkommt. Das die
Ausbreitungsgeschwindigkeit in Richtung des Zylinders v, = 0 ist, ist sicher eine Abweichung von der
realen Situation. Wenn man jedoch annimmt dass die Stoffe am Ubergang stark aneinander haften
(Zylinder und Gas) so wiirde v, = 0 in erster Ndherung dem entsprechen. (Anmerkung: Das Modell ist
kontinuierlich beschrieben, und die Realitéit ist eine diskrete Anordung von Molekiilen, was zwangsweise
zu einer Abweichung fiihrt.)

Auch die Randbedingung fiir die Temperaturabweichung 7 = 0 muss begriindet werden:

,Die Warmekapazitit der Wand ist viel gofler, als die der Luft,
und somit tbertragen sich wellenbedingte Temeraturschwankungen
nur verschwindend auf die Wand.“ [Fellner (1998)]



2 Die L6sung nach Brown

In diesem Abschnitt ist es das Ziel die Gleichungen |3| und [4| (mithilfe von Randbedingungen und den

restlichen Gleichungen) so umzuschreiben, dass wir Gleichungen der Gestalt

00
56 =2 (:)
ov,
() =Y (@)O(2)

bekommen. Dafiir betrachte folgende Vereinfachungen bzw. Annahmen:

e Eine Mittelung, welche spéter fiir die Beseitigung der radialen Abhéngigkeit verwendet wird:

S rf(r)dr

f= fol rdr

- 2/017“f(r)dr.

(6)
(7)

(®)

e Die zu betrachtende Problemstellung stammt aus der Musik, daher werden nur zeitlich periodische
Losungen (mit einer Kreisfrequenz w) gesucht. Aus diesem Grund ist es sinnvoll die Zeitableitungen

der auftretenden GroBen zu eliminieren. Betrachte hierfiir folgende (komplexe) Beschreibung

v, (1, 2,t) = v, (r, 2)et = W = iwv,(r, 2)
5(z,t) = §(2)e®t = 85;; D _ io(2)
7(r, 2,t) = 7(r, )™t = w = iwT(r, 2)

Bestimmen von 7

Durch die oben eingefiihrten Vereinfachungen kann die achsiale Navier Stokes Gleichung [3| zu einer

Besselschen Differentialgleichung nullter Ordnung umgeformt werden. Es gilt

0%v, 1 81}1

1o 0z -« or? r Or

womit man

,0%v,  Ov, 2 [Uz_k'laé} _o.
iw 0z
erhalt.

e Wie bereits erwdhnt hidngt 6 nur von z ab womit fiir

(r.2) n 1 96
rZ)=:v, + ——
yars iw 0z
gilt, dass
@ _ Ov,
or  or’
e Weiters kann man r durch
w
X =Ty —
i

dx =dr i
\/ i

substituieren.



Dadurch lisst sich die Gleichung [9] auf die Standardgestalt der Besselschen Differentialgleichung
nullter Ordnung bringen.

22 0?y(x, z) n dy(x, 2)

2, —
2 T o ey =0

y(x) = A(2)Jo()

106 w
v, (r, 2) + P A(2)Jo (m / ia) ,

wobei Jy die Besselfunktion 0-ter Ordnung ist. Die Losung der Bessel Differentialgleichung findet sich in
vielen Biichern, um einen Verweis fiir weiterfithrende Literatur anzugeben nenne ich hier
http://page.math.tu-berlin.de/ ferus/ING/ITPDG.pdf.

Mit der Wahl der Randbedingung fiir » = 1 gilt, dass v,(1,2) = 0 ist, daher folgt unmittelbar, dass

g — iwA(2)J (ﬁ) :
v, (r,z) = A(z) (JO (H/g) —Jo ( zc;))

folgern. Mit der Mittlung von [§] folgt nun die radial unabhéngige Formulierung;:
1
v, = 2/ rA(z) <J0 <m/fv> —Jo ( w)) dr
0 io io

_ —2/01 rA(2) o (@) dr + 2/01 rA(2) o (r\/g> dr
—zyfie dr=dryfi 1

r =l=x=,/7% ;7r=0—=2=0

— A2 (\/g) +2A(z)/()\/gx\/fJo(x)\/§dx

= —A(2)Jo ( f”) +2%4(z) / V%Jom)xdx

Damit lasst sich

mit

(163

Nun gilt fiir die Besselfunktionen, dass

/a Jo(x)xdr = Va2, (Va?).

0

.= () 2 gacn (2) /7
= (i) e/ Bacn ().

Somit folgt

Mit [6] folgt dann

. 5] N W -1
—;@:Z(u}): _WJO<V _E) = jw (1_2 mw>
- 02 ~h (VE) +2y/20 (VE) Ve do (Vi)
Nun lésst sich die Gleichung wieder auf dimensionsbehaftete Groflen zuriickfithren:

-1
_colo 196 Lo 199 — it <1_2\/EJ1(\/§)>

po T.02  copoT. 0z w Jo (/)



 http://page.math.tu-berlin.de/~ferus/ING/ITPDG.pdf

und

Bestimmen von Y
Das Bestimmen der Funktion Y funktioniert beinahe analog zur Bestimmung von Z.
e Mit dem Ansatz der komplexen Schreibweise folgt

do 0 )
E = a((s — T) = ZW((S — 7').
Setzt man nun 3 = £, so folgt mit El, dass

or oo

G~ O )57 = e =ty = )0 =) =l — (= 108) = 8| 3

ot or?

o 10 i
or?2  ror B

2 _
:>r2%+r% +7"2L;—; (T— o 1)6> =0

womit wiederum eine Besselsche Differentialgleichung gefunden ist.

(yr=(y=18) =0

e Setzt man nun

v—1
y(r,z) =1 ——6
(r,2) 5
so folgt
v—1
ylr,z)=17— —6
(r,z) 5
Mit der Substitution
Yw w
r=r,/— und dr=dr,/—
i3 B

folgt
iB o\ 9%yw B N9y [ o
(fywx)@ﬂ iﬁ+< 'ywx ox iﬂ+xy_0

Py Oy
2 2

womit man
y=0
erhélt.

e Setzt man

so erhallt man

A(2)Jo (r j;) = 1(r,2) — —L—5(z) = y(r, 2),

und das ist die Bessellosung.

1or
r or

|

(10)



e Analog zur Berechnung von v, folgt nun, dass

T=2/Oer(z) (Jo (r Z;)—Jo( Z;))dr
=-92 1 rA(z)Jo E dr + 2 1 rA(z)Jo | T ﬂ dr
/0 i3 /0 i8
it [r Zx\/iji ; drzdac\/% ]

r :1—>x=1/% ;r=0—>x=0

:_A(Z)J()( ZZ) +2A(Z)Ammeo(x) %dx

=—A(z)Jy ( Zg) + 2}3514(2)/0 ” Jo(z)xdx

o (+(F) 2 (5)
() - / (Gr4t)= / (3 400 ) dr = oy =0

denn v; = 0. Dann folgt mit der Gleichung [1| dass

0— 870+8vr+&+8vz B aUT+Ul . 870_‘_(%,3 B 8£+8vz
T\ ot or r 8z ) \ or r ot 8z ) \ ot 0z

womit man

o Es gilt

Jv, 0o
)

erhélt. Fasst man das zusammen, so folgt

o, 20 F) 0oy F) 2/ (/)

1w

=iw(—d+7)

Y(w) =

50z %A(Z)Jo( %)
—iw |12y ﬁjl( 7)
gl gl vaO( %)
: i (VE)
_% 14+2(y—1) ;”Jo(\/@

Erneut lisst sich das System auf dimensionsbehaftete Gréfien zuriickfithren. Mit pg = c3pg folgt

it 5 (VE)
B\ TN ) ) (1)

Y(w) =



3 Transfermatrizen

In diesem Abschnitt wird eine lineare Beziehung zwischen Druck und Geschwindigkeit der beiden Enden
der Rohre hergeleitet, diese ldsst sich widerum in eine frequenzabhéngige 2 x 2 Matrix darstellen.
Analog zur Diplomarbeit [Fellner (1998)] werden zuerst die Variablen fiir Druck und Geschwindigkeit
umbenannt:

6 —p; v, — u.

Im letzten Kapitel wurden die Gleichungen

dp

L) = ~Z(wpu(2)
% (5) = Y (@n(2)
berschrieben, wobei Y, Z durch [10| und [11] gegeben sind. Es folgt unmittelbar
0%p ou
SB() = —2(@) 52 (2) = Z(@)Y (@)p(2), (12

Losen der Differentialgleichung

Zum Losen werden zwei Notationen verwendet

Es wird ein exponentieller Ansatz fiir die Losung (der Wellengleichung) verwendet, damit folgt

p(z) = Ae'* + Be 1
Ip
9z

9?p
922

(2) = ATe'* — Bre 1*
(2) = AT?%e"™ 4+ BI?e 1% = Z(w)Y (w)p(2)

Um den Druckverlauf durch den Zylinder zu betrachten, benétigt man Randbedingungen pg und ug bei
z = 0. Das Ziel der Rechnung ist natiirlich die Berechnung von Druck und Geschwindigkeit am anderen
Ende des Zylinders bei z = L, welche mit p; und u; bezeichnet werden. Angenommen py und ug sind
gegeben, dann folgt

po=p0)=A+B

up = u(0) = f%%m) — fg(AfB) - \/z(A B) = f%(AfB).

Dieses Gleichungssystem 16st sich mit
B = Cuo+ A= po = 24+ Cup = A = 3 (po — Cuo)
= B =(uo + %(po —Cuo) = %(po + o).
Somit folgt die Losung des Randwertproblems durch

1 1 ez e l= el's — e 1=
p(z) = 5(290 - Cuo)erz + 5(]90 +u0) = po (2> — Cug ()

= pp cosh(T'z) — Cug sinh(T'z)



und somit

u(z) = —%% - —% (po sinh(T'z) — Cug cosh(T'z)) = —%(po sinh(I') — Cug cosh(T'2))

1
= —zpo sinh(T'z) + ug cosh(T'2).

Damit erhélt man nun den Druck und die Geschwindigkeit am Ende des Zylinders mit
p1 = p(L) = po cosh(I'L) — Cup sinh(I'L)

up =u(L) = f%po sinh(I'L) + wug cosh(T'L).

Dieses Gleichungssystem lésst sich auch schreiben als
p1\ _ [ cosh(TL)  —(sinh(I'L)] (po
up) — |—¢sin(TL)  cosh(TL) | \ug
womit ein linearer Zusammenhang von Druck und Geschwindigkeit an beiden Enden des Zylinders ge-

funden ist. Die darin auftretende Matrix nennt sich Transfermatrix.
Die Determinate dieser Transfermatrix ist gegeben durch

det (LEOSE(}IF(?L) _foTE?ISE)L)D = cosh?(T'L) — sinh*(I'L) = 1

womit sich die Matrix leicht invertieren lésst

po\ [ cosh(I'L) (sinh(I'L)] (py

up) — [¢sinh(PL)  cosh(PL) | \uy )
Diese Formulierung ist von Interesse, weil bei der Berechnung eines bestimmten Tons bekannt ist, welche
Welle aus dem Fagott herauskommt und das Verhéltnis aus Druck und Geschwindigkeit bestimmt werden
soll, das notig ist um den Ton zu erzeugen.

Nun kann man noch die Teilchengeschwindigkeit u durch den Teilchenfluss U = Su ersetzen, wobei S
die Querschnittsfliche des Zylinders ist. Damit ergibt sich die Formulierung

() = [ty S (). "



4 Approximation von Z,Y,I' und (

Fiir die Approximation werden die dimensionslosen Argumente

ry = a, /% ~ 632.81/f(1 — 0.0029AT)

C
re = ay| 2220 ~ 532.20/F(1 — 0.0031AT) =: vr,
K

verwendet, wobei
e a der Rohrradius,
e 1 der sogenannte Viskositédstparamter,
e 1 der Wéarmeleitungskoeffizient und

e AT die Abweichung der tatséichlichen Temperatur von der Bezugstemperatur 300K ist. (Die Ab-
weichung ist im Bereich der Zimmertemperatur ndherungsweise giiltig.)

Fiir die Besselfunktionen gilt

womit fiir die Terme (aus [10] und

gilt, und wir daher fiir kleine o und 3 genéhert schreiben kénnen

Zo R 1pow

Damit folgt auch

Ty = VZY & | |ipow - 0 = V=1 5 = ik
CoP 0
ipow
T 0Co
CSPU

In reibungsfreien Zylindern gilt fiir ebene Wellen dass

19p o Op
2o~ P72

was bei I'2 = ZyYy = —k? mit Gleichung [12| genau iibereinstimmt. Daraus liisst sich schlieen dass der
Reibungsfehler nur im Verhéltnis der Besselfunktionen steckt.

10



Approximation von Z und Y

Die Néherungen fiir Z und Y werden von uns nur fiir die numerische Berechnung benétigt, und wer-
den daher von der Berechung von Keefe iibernommen. Diese Formeln gelten fiir r,,r; > 2 bei einer
Umgebungstemperatur von 300K.

0.369
Re(() = Co (1 + - )
0.369 1.149  0.303
Im(¢) = —
’ITL(C) CO ( Ty + 7"12) + 7,,1?; )
1.045  1.080  0.750
Re(r) = £ (12 4 20 1 200
Co Ty ’l",U T‘U
1.04
Im(r)=“(1+ 0 5)
Co Ty

Die ersten beiden Gleichungen beschreiben den Unteschied von ( zur sogenannten charakteristischen
Impedanz {y. Da im Fagott 16 < r, < 200 gilt, ist der Realteil von ¢ nahe bei 1 und der Imaginérteil
nahe bei 0; folglich unterscheiden sich ¢ und (yp nur minimal.

Die letzten beiden Gleichungen beschreiben das Verhalten der komplexen Wellenzahl I'. Der Realteil
beschreibt daher das Auf- bzw. Abklingen der Amplitude der Wellen, und der Imaginérteil entspricht

Kreisfrequenz W
dem Bruch Phasengeschwindigkeit — v, °

Zusammenfassung

Das Hauptergebnis der bisherigen Behandlung des Problems ist die Transfermatrix fiir einen reibungs-
behafteten Zylinder:

oty S = [0 7]

Im Fall von r,,r; > 2 gilt dabei

Z =R+ iwN, Y =G+ iwC

Z
g:\/;, I =vzY

w 3 15
R=Co—V2ry (14 —rjt + =02
gocofrv ( +\/§rv + 8T“

1 1
N=C(— (1+V2r;t 4+ —r3
C%( I )
w 1
G=—V2(y-1 —1<1——1——2>
COCO (’Y )Tt \/irt 8Tt

C= <1+(7— v2r; ! <1+;r[2)>

coGo

11



5 Formeln fiir die Implementierung

Die praktische Implementierung benotigt natiirliche einige Approximationen und Annéherungen fiir das
Rohrende, sowie fiir die Eigenschaften beim Ubergang von einem Zylinderabschnitt zu einem Tonloch.
In dieser Arbeit gehen wir nicht ndher auf diese Berechnungen ein; ein genauerer Aufbau findet sich in
der Diplomarbeit [Fellner (1998)] bzw. in den dort angefiihrten Verweisen.

Das Rohrende

Eine Anndherung an das Problem am Rohrende ist, wenn man das Abstrahlverhalten einer Rohre mit
Radius a, die durch einen unendlich groflen Flansch beendet wird, betrachtet. In diesem Fall verwenden
wir (nach [Fellner (1998)])

Z(w)=R+iX
oo G [k’ () (k)
S 2 223 22324 7
¥ o (2ka)®  (2ka)®  (2ka)”
- St(ka)? | 3 325 32527 7|7
Da beim Fagott ka ~ 6 - 1072 gilt, kann man Terme héherer Ordung vernachlissigen, womit
Z(w) ~ ok Ba

S 37
folgt.
Das Fagott ist jedoch nicht geflanscht, womit sich das Abstrahlverhalten entscheidend &ndert. Das Roh-
rende muss dabei approximiert werden, was zu einer Anderung der effektiven Rohrlinge um A ~ 0.6133a
fithrt. Die Frequenzabhéngigkeit dieser Lingeninderung kann beim Frequenzbereich des Fagotts ver-
nachléssigt werden. Die Ndherungsformeln

Z1(w) = poco(R + iX) (14)
(ka)?

R= +0.0127(ka)* + 0.082(ka)* In(ka) — 0.023(ka)®
X = 0.6133(ka) — 0.036(ka)® + 0.034(ka)® In(ka) — 0.0187(ka)®

werden fiir die Simulation verwendet.

Die Tonl6cher

Die Tonlécher und der Tonlochfluss wurde von Keefe (genaueres siehe [Fellner (1998)]) im eindimensio-
nalen Fall gelost. Diese Losung verwendet jedoch normal auf den Zylinder stehende Tonl6cher, was beim
Fagott jedoch nicht immer so ist. Um auch schrige Tonlécher zu simulieren, wird vereinfacht angenom-
men, dass diese langer als gerade Tonlocher sind.

Fiir die Simulation werden die Transfermatrizen von Keefe (leicht iiberarbeitet von [Fellner (1998)])

verwendet:
Po\ _ 1 Z.| (¢,
Ug B %S 1 U1

2
gorfen — ;00 G 4

mit den Koeffizienten

S b2
2 2 2
eschl __ .Co a b b b
2
Zoffen — 71%2—2 etof fen
2
deschl _ 7i%zi2ktgeschl

12



wobei

b2 2
t=tw+ o (1 + 0.17222>
2
e L tan(kt) + b (1.40 - 0.58‘;—2)
¢ T 1 0.61kbtan(ke)
bl 0 [051 (1) ()" + 5 (1 - o)
gt —
1-0.61 (%)0-18 (%)0439 b tan(kt)

L 2
§ = 025(kb)” + at + 1kd, In (b>

1 2w 2Kw
Y

2
d, = \/7
Pow

re ~ 0.00015

4
goffen _ 0.47b (3)
' tanh (£5%) +0.62¢7 +0.64%
4
tgeschl _ 0.47b (3)
a

coth (154) +0.6257 +0.643

13



6 Implementierung und Ergebnisse

Fiir die Berechnung der Impedanzkurven des Fagotts haben wir ein kleines Matlab-Programm geschrie-
ben. Dieses berechnet fiir verschiedene Frequenzen in einem bestimmten Bereich die Eingangsimpedanz
des Fagotts aus den oben beschriebenen Formeln und stellt das Ergebnis grafisch dar. Im Folgenden
beschreiben wir nun den Aufbau und die wesentlichen Teile des Programms.

Zu Beginn werden einmal alle relevanten Fagottdaten definiert, wie etwa die Linge der einzelnen
Fagottteile oder auch Durchmesser und Hohe der Tonlécher. Der folgende Programmausschnitt zeigt
solch eine typische Definition von Daten.

[

1 % Lochdurchmesser der Tonlocher

2 durchl = .014835;

3 durch2 = [.017667, .014736, .01342, .013325 ,.01549];

4 durch3 = [.014605, .005625, .0055, .008819, .007785, .01425, .01312, .002563];

5 durch4 = [.009238, .0067, .006919, .003093, .0058, .00465];

6 durch5 = [.004538, .003929, .004866, .007031, .004268, .004938, .002988, .00195, .001488];

Die unterschiedlich langen Vektoren entsprechen dabei den einzelnen Fagottabschnitten mit unter-
schiedlich vielen Lochern. Anschieflend werden diese Daten noch zu einem einzigen langen Vektor zu-
sammengefasst; damit kann man mit einer for-Schleife den gesamten Fagottkorpus behandeln. Zusétzlich
werden noch die Lochkonfigurationen einiger berechneter Tone definiert, also welche Locher beim ent-
sprechenden Griff geschlossen sind und welche nicht.

Im zweiten Programmabschnitt werden neben einigen Konstanten alle notwendigen Formeln als an-
onyme Funktionen deklariert. Dabei ist es nicht notwendig die Typen der Funktionsargumente néher zu
definieren, das heifit MATLAB bestimmt selbst den Typ der Argumente und behandelt sie dann auch
dementsprechend. Insbesondere ist es egal ob die Funktionsparameter reell oder komplex sind. Ein Bei-
spiel fiir solch eine anonyme Funktion ist die Definition der Transfermatrixelemente A, B, C' und D fiir
den Fall reibungsbehafteter Zylinder.

o

% Zylinder—Funktionen
7z = @(omega, a) R(omega, a) + lixomegaxL(omega, a);
Y = @(omega, a) G(omega, a) + liromegax*C (omega, a);

AA = @(omega, a, l) cosh(sqgrt(Z(omega, a)=*Y(omega, a))=*1l);

© 0 N A W N e

BB = @(omega, a, 1) sqrt(Z(omega, a)/Y(omega, a))/(a"2xpi)=*...
sinh (sgrt (Z (omega, a)=*Y (omega, a))x*1l);

CC = @(omega, a, 1) (a"2+pi)/sqgrt(Z(omega, a)/Y(omega, a))*...
10 sinh (sgrt (Z (omega, a)x*Y (omega, a))x1l);
11 DD = @(omega, a, 1) cosh(sqgrt(Z(omega, a)x*Y(omega, a))=*1l);

Die Variable ,omega“ ist dabei die Kreisfrequenz, ,a*“ der Innendurchmesser des Fagotts an der
betrachteten Stelle und ,,1“ die Linge des (kleinen) Zylinders iiber den die Impedanz weitergerechnet
wird. In analoger Weise sind auch die Formeln fiir die Transfermatrix definiert, mit der man die Impedanz
iiber Tonl6cher hinweg weiterrechnet.

Der Hauptteil der Simulation befindet sich im dritten Teil des Programms, wo die eigentlichen Be-
rechnungen durchgefiihrt werden. Darin lduft eine for-Schleife iiber alle vorgegebenen Frequenzen; fiir
jede einzelne Frequenz wird dann zunéchst nach Formel die Ausgangsimpedanz am Fagottende
berechnet. Danach arbeitet eine weitere Schleife alle folgenden Tonlécher und die dazwischen liegen-
den Fagottabschnitte ab; nur die Teile ganz am Anfang bzw. am Ende des Fagottkorpus werden extra
behandelt. Der folgende Code-Ausschnitt zeigt die wesentlichen Teile dieser Berechnung.

1 % 1. Loch bis exkl. 29. Loch

2 for loch = 1:28

3 imp = impxbreit (loch) "2xpi/4; % Umrechnen der Impedanz p/U auf p/u

4 if griff(loch) ==

5 imp = (imp + Zages (omega, breit (loch) /2, durch(loch)/2, hoch(loch))) ...
6 / (imp/Zsges (omega, breit (loch) /2, durch(loch)/2, hoch(loch)) + 1);
7 else

8 imp = (imp + Zaoff (omega, breit (loch)/2, durch(loch)/2, hoch(loch)))...
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9 / (imp/Zsoff (omega, breit (loch)/2, durch(loch)/2, hoch(loch)) + 1);
10 end

11 imp = imp/ (breit (loch) "2*pi/4); % Umrechnen von p/u auf die Impedanz p/U
12

13 b0 = breit (loch);

14 11 = dist(loch + 1) — dist (loch);

15 nzyl = ceil(1ll/weit);

16 lzyl = 11/nzyl;

17

18 for zyl = l:nzyl

19 a = b0 + k(teil(loch))*zylxlzyl;

20 imp = (AA(omega, a/2, lzyl)ximp + BB(omega, a/2, lzyl))...
21 / (CC(omega, a/2, lzyl)*imp + DD (omega, a/2, lzyl));
22 end

23 end

Bei den einzelnen Lochern wird dabei zwischen geschlossen und offen unterschieden, je nachdem
ob der entsprechende Eintrag im Vektor ,griff“ gleich Null oder Eins ist. Die Umrechnung direkt vor
und direkt nach der Lochberechnung ist notwendig, da die Transfermatrix fiir Tonlocher den Druck
und die Teilchengeschwindigkeit verkniipft, und nicht Druck und Teilchenfluss wie bei der Impedanz.
Anschlieflend wird der darauffolgende Fagottabschnitt bis zum néchsten Loch behandelt; dieser wird
dabei in kurze Zylinder zerlegt entlang derer die Impedanz weitergerechnet wird. Die Variable ,b0* ist
dabei der Innendurchmesser des Fagotts beim entsprechenden Loch, ,,11“ der Abstand bis zum néchsten
Loch, ,nzyl* die Anzahl an kleinen Zylindern der Lénge ,,lzyl“, in die die Strecke bis zum n#chsten Loch
aufgeteilt wird. Die folgende for-Schleife lduft {iber diese kleinen Zylinder, wobei ,,a“ der Durchmesser
des aktuellen Zylinders ist und die Impedanz durch den darauffolgenden Ausdruck aktualisiert wird.

In analoger Weise wird der S-Bogen in kleine Zylinder unterteilt und die Impedanz wieder Schritt fiir
Schritt weiter gerechnet. Zuletzt wird noch die Impedanz des Rohres beriicksichtigt, das den Anfang des
Fagotts darstellt. Allerdings liefert unsere Simulation mit dem Rohrvolumen aus |Fellner (1998)] nicht
die erwarteten Ergebnisse; erst bei einem viel kleineren Rohrvolumen stellen sich die bekannten Resultate
ein. Leider konnten wir trotz intensiver Kontrollen sowohl der Daten als auch der Implementierung nicht
herausfinden wieso dieses unerwartete Verhalten beim Rohr auftritt und die Eingangsimpedanzen um
einige Zehnerpotenzen grofler sind als in der Arbeit von |Fellner (1998)].

Trotz dieser offenen Fragen stimmen unsere berechneten Impedanzkurven qualitativ recht gut mit
jenen iiberein, die in [Fellner (1998)] dargestellt sind. Als Beispiel fiir die erhaltenen Resultate werden im
Folgenden die Impedanzkurven von ein paar ausgewéahlten Toénen gezeigt. Das Kontra B ist dabei jener
Ton, der erklingt, wenn alle Tonlocher geschlossen sind. Wie erwartet treten die Resonanzfrequenzen bei
Vielfachen der Grundfrequenz auf, dhnlich dem Verhalten einer schwingenden Saite. Die Unterschiede
in den Impedanzkurven bei den anderen Ténen sind jedoch nicht so leicht zu interpretieren. Dennoch
erkennt man, dass sich der globale Verlauf der Kurven mit den To6nen deutlich &ndert; einmal sind die
Resonanzfrequenzen auf einen gréfleren Bereich verteilt und einmal auf einen kleineren konzentriert.
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Abbildung 1: Berechnete Impedanzkurve des Kontra B.
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Abbildung 2: Berechnete Impedanzkurve des grofien G.
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Abbildung 3: Berechnete Impedanzkurve des kleinen dis.
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Abbildung 4: Berechnete Impedanzkurve des kleinen b.
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Abbildung 5: Berechnete Impedanzkurve des eingestrichenen cisl.
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Abbildung 6: Berechnete Impedanzkurve des zweigestrichenen c2.
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