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1 Notationen und Vorbemerkungen

1.1 Erinnerung an bekannte Definitionen

a) Fir alle natiirlichen n bezeichnet man

o(n) =l €{0,...n—1}: ggT(l,n) = 1}| = [(Z/nZ)*|
als EULERsche Phifunktion.

b) Die Einheitengruppe (Z/mZ)* = {a+mZ|a € {1, ...,m}, 99T (a,m) = 1} nennt man prime Restk-
lassengruppe modulo m.

c) Jede Menge von m ganzen Zahlen, die paarweise inkongruent modulo m sind, nennt man ein voll-
standiges Restsystem modulo m.

d) Nach der Definition der Eulerschen Funktion gibt es genau ¢(m) zu m teilerfremde Zahlen. Damit
gibt es genau @(m) verschiedene prime Restklassen modulo m. Diese kénnen von jedem System von
©(m) paarweise modulo m inkongruenten, zu m teilerfremden ganzen Zahlen représentiert werden.

Ein solches System heifit ein primes Restsystem modulo m.

z.B.: modulo 8 bildet die Menge {—3,—1,1,3} ein primes Restsystem.

1.2 Zitierte Satze

Die hier angefiihrten Sétze werden nur zitiert, da diese bereits in vorangegangenen Présentationen bzw.
in der Vorlesung erwahnt und bewiesen wurden.

Satz von Gaufl: Modulo m € N existieren genau dann Primitivwurzeln,wenn m gleich 1,2,4, p*, 2p®
mit ungerader Primzahl p und natiirlichem « ist.

Satz 2.3.2)7) aus der Vorlesung)

Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G und R ein Représentantensystem von G/H dann gilt
G=U,epr-Hund Vr,r" € Rmit r # ' gilt rH N7 H =)
(analog fiir die Rechtsnebenklasse)

Satz 2.5.10)2)(ii) aus der Vorlesung)

Sei G eine additiv geschriebene zyklische Gruppe und g € G :< g >=G
Ist |G| =n € Nt und ist 7, : Z — Z/nZ der kanonische Homomorphismus.
= 3l : Z/nZ — G isomorph mit p(m,(1)) = g.

Notation: 7,(x) =%



2 Zweierpotenzen als Moduln

2.1 Lemma

Seien a,b € Z, n € Nt falls a = b mod(2") ist, dann gilt Ym € N* : 2" = " mod(2"*+™)

Beweis:
Seien a,b € Z, n € NT sodass a = b mod(2").
d.h.: e € Z :2"c=a—bund da a — b gerade ist, gilt auch dass Ic € Z:2¢ =a+b

Induktion iiber m) Sei m = 1.
a? —b? = (a—b)(a+b) =2"-2¢=2" ¢
Daher gilt dass 2"*1]a? — b% und somit a? = b? mod(2" 1)

Gelte nun fiir m € N dass a®” = b>" mod(2"+t™) ist. } 5
dh.: IdeZ:2"Mmd = a?" —b*" und wieder da a®" —b?" gerade ist, gilt dass 3d € Z : 2d = a®" +b*"

m—-m+1) a® =" = (a2 — 02" (" +b2") = 2ntmd . 2d = 2ntmEldg
Daher gilt dass 27+ a2™ " — 2" und somit a2 = 62" mod(27 ML)

2.2 Lemma

Bei ungeradem ganzen u gilt:

i) Vao>3: v =1 mod(2%)

i) u = £3 mod(8) = Va > 3 : ordaae (u) = 2472
iii) u = £1 mod(8) = Va > 4 : ordaa (u)|2473

Bemerkung: Da u ungerade ist kann nur gelten u = +3 mod(8) oder u = £1 mod(8) womit jeder Fall
betrachtet wird.

Beweis:
i) Nach 2.1 geniigt es die Aussage fiir « = 3 zu zeigen.
Sei x € Z sodass u = 2z + 1 (Existiert da u ungerade).
u? —1= 2z +1)2—1=42% - 42 =2%2x(x +1)
Da x(x + 1) gerade ist gilt dass 23|u? — 1 und somit u? = 1 mod(23)

ii) Hierbei zeigen wir zuerst die Hilfsaussage
uw=+3mod(23) = VB eNT Jus € Z\2Z :u2’ — 1 =20+2y,.

Sei u=+3 mod(8). dh.: Ic€Z: u=8c+3
Induktion iiber [3)
Seif=1. u?—1=(8c+3)?—1=064c?+48c+ 8 =8(8c*> £ 6¢c+ 1)
Daher gilt u? — 1 = 23v; mit 1, = (8¢2 £ 6c+1) € Z\ 2Z

Gelte nun u2” — 1 = 20%2y5 mit vy € Z\2Z fiir cin 3 € N.
B—B+1) W 1= (u2g)2 —1=(2* 24+ 1)2 - 1= 22ﬂ+4yl23 + 20435 = 2ﬂ+3(25+11/?, +vg)
dhe w1 = 200425 mit vgy = (257102 + 1) € Z\2Z.

Die Aussage (i) heifit insbesondere dass ordae (u)[2472.
Sei daher nun ordge (u) := 27 mit v € N womit gilt u?" = 1 mod(2%).
d.h.: 27]2%72 und somit muss gelten: v < o — 2
Andererseits gilt nach der eben gezeigen Hilfsaussage dass:
2¢u?" —1 =27+ 2p5 mit B € Z\ 2Z. d.h.: 2%|27F2 und somit muss gelten: v > a — 2
Und somit gilt :ordse (u) = 2072



iii) Sei u = +1 mod(2?)
Nach (2.1) gilt dass u2* = 1 mod(23+%) und somit gilt wenn a > 4 ist dass u2* = = 1 mod(2%) und
damit ordae (u)]|2°73 O

2.3 Satz

Bei ganzem o > 3 und u = £3 mod(8) sind die folgenden ¢(2%) = 2%~! Zahlen paarweise inkongruent
modulo 2¢

2,3 202 2 202
Uy U™ U ey U S — U, — U ., —U

Beweis: Sei A; = {u,u?, ...,u2a72} und Ay = {—u, —u?, ..., —u2a72} )
Nach 2.2(ii) gilt: ordae(u) = 272 womit alle Elemente in A; paarweise inkongruent sind, und daher
auch die Elemente aus As.

Da v = £3 mod(8) = 8|u £ 3 daher ist u ungerade und somit sind alle Elemente in A; und As
ungerade.

Zeige dass auch jedes der Elemente in A; inkongruent zu jedem der Elementen in A, ist.
Angenommen v’ = —u? mod(2%) fiir 1 <i,j <2972
0.B.d.A.: j <i dann gilt:
ut 4+ u! = uw(u'7 4+ 1) und da 2%|u’ + u’/ sowie u ungerade ist = 2%|u’~7 + 1
dh: w7 = -1 mod(2%) mit (2.1) gilt nun w27 =1 mod(2°H1)
Aus 2.2(ii) folgt ordga+:(u) =271
920112 — j) = 2°"2|i — j unddagilt 0<i—j <202 = i—j=0=i=j
= u' = —u’ mod(2%) und daher gilt 2%u’ + v = 2u® = 2 Yu! und da « > 3 ist, steht dies im
Widerspruch zu u ist ungerade. O

Bemerkung: Sei a € A; U Ay. Da u ungerade ist gilt gg7'(a,2%) = 1, und da diese ¢(2%) = 2971
Zahlen paarweise inkongruent modulo 2¢ sind, bildet die Menge A; U A ein primes Restsystem
modulo 2¢.

2.4 Korollar

Sei u € Z ungerade, u = £3 mod(8) sowie a € N>3. Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus
0: (Z)27) x (Z)]2%%7) — (Z/2°Z)* mit ¢(i,j) = (—1)" - @ Vi, j € Z.

Beweis:
Es gilt nach (2.2) dass ord(u) = 272, ord(—1) = 2 und |(Z/2°Z)*| = ¢(2%) = 2*~!. Nach dem
”Struktursatz fiir zyklische Gruppen” (2.5.10.2(ii)) gibt es Isomorphismen ¢ und ¢ sodass:

B { (2/22) —< -1>
N i— (—1)"
. { (Z/2°7%Z) —< 7T >

B jr— (u)?

Betrachte nun:
(i) — (i) @(5)
Fiir (Z/2°Z)* betrachte das prime Restsystem A; U A von 2.3. Und fiir (Z/2Z) betrachte {0,1} sowie
fiir (Z/2%727) die Menge {1, ...,20-2}.
Dann gilt fiir (—1)'u/ € (A1 U Ag) existiert (i,7) € (Z/2Z) x (Z/2°72Z) : +(i,j) = (—1)*u/. Und daher
ist 1 surjektiv.
Nach (2.2) gilt dass ord(u) = 272, ord(—1) = 2 und [(Z/2°Z)*| = ¢(2%) = 2°71. Daher ist
(Z/27) x (Z)2°72Z)| = |(Z/2°Z)* | und somit ist ¢ injektiv.
Seien (1, 1), (k. 1) € (2,/22)x (2,/2°~22). Dann gilt (i, 1) (k. 1)) = w(ik, §1) = p(ik)3(1) = o()eR)BG)B() =

»= { (Z)27) x (Z]2°72Z) — (Z/2°Z)*




(D)) (k)@(1) = (i, ) (k, 1) somit ist ¥ homomorph.
Und daher ist v ein Isomorphismus.

3 Satz von Wilson und die Verallgemeinerung nach Gauf3

3.1 Vorbemerkung

Sei G eine endliche abelsche Gruppe (multiplikativ geschrieben).
Definiere:
m(G) =l eq9, G2:={g€ Glg? =1}, G(2) :={g € Gs|ord(g) =2} C Gs.

G5 ist eine Untergruppe von G denn 1 € Gs, fiir ¢g1,92 € G gilt g192 - 9192 = 91929291 = g191 = 1
und somit ist g1 - g2 € G2 und jedes Element in G5 ist zu sich selbst invers, somit ist G5 eine Untergruppe
von G.

3.2 Lemma

Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gilt:

| 1 wenn |G(2)] =0oder |G(2)] >2
m(@) = { g wemn |G(2)] = 1 und G(2) = {g}

Beweis: Es gilt:

& =1lo=1]9 II v

geG g€Go geG\Ga
Falls g € G\ G2

=g*#1=g+#¢g 'und g~ € G\ G und natiirlich gilt g- g~ =1

Also gilt: H g=1
gEG\Ga

Und daher kann o.E. angenommen werden dass G = G5 d.h.: ¢> =1 ,Vg € G.

1.Fall) |G(2)|=0= G ={1} = n(G) =1.

2Fall) |IG2)|=1=G2)={g} = G={1,9} = n(G) =g.

3.Fall) |G(2)] > 2.

Seien nun g1,92 € G(2) mit g1 # g2, sowie H := {1,91, 92, 9192}, wiederum ist H eine Untergruppe
von G denn 1 € H, ord(g;) =2 ,i € {1,2} und daher sind alle g; selbstinvers und natiirlich gilt H ist
abgeschlossen.

Sei nun R C G ein Représentantensystem fiir G/H, dann hat jedes g € G eine eindeutige Darstel-
lung der Form g =r-h mit r € R,h € H.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung folgt unmittelbar aus 2.3.2)7) der Vorlesung Einfiihrung
in die Algebra.

Nun gilt Vx € 2ZVr e R: r* =1

& =[lo=T1T1Cm=T1II 11 II »=I]"" @)™ = (] 1-(1-g1-g2-g192)" = 1

geG reRheH reRheH reRheH reR reR

Was zu zeigen war. [J



3.3 Verallgemeinerung von Gaufl
Sei m € N. Dann gilt:

i=1
99T (i,m)=1

—1  mod(m) existiern Primitivwurzeln
1  mod(m) existieren keine Primitivwurzeln

[u
—

Beweis: Es gilt:

7( = J] v

wrliny 9

I

Zeige daher:
H _ { —1  mod(m) existiern Primitivwurzeln
9= 1 mod(m) existieren keine Primitivwurzeln
9E(Z/mZ)>
1.Fall) m = 1, dann gilt (Z/mZ)* = (Z/Z)* = {0} = {1} = {-1}.
Womit gilt dass H(QEZ/Z)X = —1. Nach dem Satz von Gauf} ist somit die Aussage wahr. v’
2.Fall) m = 2, dann gilt (Z/mZ)* = (Z/2Z)* = {0,1}* = {1} = {-1}.
Womit gilt dass H( gezomyx = L. Und widerum ist die Aussage mit dem Satz von Gaufl wahr. v/
3.Fall) Sei m > 3.
Hierbei miissen wir zwei verschiedene Fille betrachten.
Zum Einen: Gibt es mod(m) Primitivwurzeln, so ist nach dem vorangegangenen Lemma zu zeigen:
—1 € (Z/mZ)* ist das einzige Element der Ordnung 2.
Gebe es nun mod(m) Primitivwurzeln ,dann gilt (Z/mZ)* = (Z/e(m)Z). Also ist zu zeigen dass in
(Z/p(m)Z) existiert genau ein Element der Ordnung 2.
" Existenz”
Da m > 3 gilt dass ¢(m) gerade ist.
Sei daher p(m) = 2k mit k € NT. Sei 7 : Z — Z/2k7 der Restklassen Homomorphismus.
2r(k) = w(2k) =0, w(k) # 0 = w(k) ist ein Element der Ordnung 2.
”Eindeutigkeit”
Sei l € [0,2k — 1] und ord(n(l)) =2 =1# 0, und 0 = 27 (l) = w(2{) und daher gilt 2k|2] < k|l = k =l

Zum Anderen: Gebe es nun mod(m) keine Primitivwurzeln. z.z.: in (Z/mZ)* gibt es mindestens
zwei ungleiche Elemente der Ordung 2. Nach dem Satz von Gauf} sind zwei Fille zu betrachten
a) Sei m = 2%, « > 3. Wie bereits gezeigt gilt:
(Z)2°7)* = (Z/27) x (Z)2*%Z) =: G.
Es gilt die Restklassen (0,223), (1,0) € (Z/2Z). Und daher gilt |G(2)| > 2 = 7(G) = 1.
b) Sei m = p? - m’, mit m’ € NI, ,p € P>3 und p { m/
G := (Z/mZ)* = (Z/p°Z)* x (Z/m'Z)* gilt nach dem Chinesischen Restsatz.
Weiters gilt (—1,1), (1, —1) € G(2) womit gilt |G(2)| > 2 = 7(G) = 1.
(Bemerkung: dam/ >3 =1# —1in (Z/m'Z)* = (1,-1) # (-1,1)) O

3.4 Satz von Wilson

Fiir m € N>y ist m genau dann eine Primzahl wenn gilt (m — 1)! = —1 mod(m).
Beweis:
Seim € P.
Nach der Verallgemeinerung von Gauss und da Vk € Nt p € Pk < p : ggT(k,p) = 1 und es modulo
einer Primzahl Primitivwurzeln gibt, gilt (m — 1)! = —1 mod(m).
Sei nun andererseits (m — 1)! = —1 mod(m)

Angenommen m ist keine Primzahl, dann gibt es ein p € P sodass m = px mit # € N> und 1 < p < m.
Dann gilt p|m und p|(m — 1)! Daraus folgt p|m|(m — 1)! und p|(m — 1)! +1
Daher teilt p die Differenz, also p|1. Was im Widerspruch zu p € P steht.O



