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1 Motivation

Aufgabe aus der optimalen Steuerung

Betrachte folgende Problemstellung (nach [Troltzsch(2009)])

min J(y, u)
Ay = Bu

firue K
wobei
e J eine Abbildung J : RY x R™ — R ist,

e A € R™ ™ invertierbar, B € R™*™ und I C R™ konvex sind.

Ein erster Ansatz

Die Vorraussetzungen des Problems lassen folgende Formulierung zu.

min J(y, u) min J(y, u) min J(z) . N
{ Ay = Bu s {y—A_lBUZO s mit z € R

Mit dieser Formulierung lésst sich die Lagrangefunktion aufstellen.
£(x,\) = J(x) + ATe(z)
Falls nun 2* ein Minimum ist, so folgt mit der notwendigen Optimalititsbedingung 1.0Ordnung, dass

{ D, £(z*,\) = DJ(z*) + AT De(z*) = 0
DyL(x*,\) =e(z*) =0

gilt. Nun bleibt nur noch (z*, A) zu bestimmen und die urspriingliche Problemstellung ist gelést. Dies
klingt sehr angenehm, jedoch muss vorrausgesetzt werden, dass {Ve;(z*)}? ; linear unabhingig sind
und, was noch wichtiger ist, die Bedingung u € K ist nicht zwingend erfiillt.

Ein anderer Zugang

Setzt man S := A7!B und damit J(y,u) = J(Su,u) =: f(u), so erhélt man eine Funktion f : K — R.
Sei nun ug € K sodass f(ug) < f(u) fir alle u € K gilt (also eine Losung der Minimierungsaufgabe).
Mit der Wahl u(t) := ug — t(u — ug) = tu+ (1 — t)up € K fiir 0 < ¢t < 1 folgt, da up ein Minimum ist,
dass

0< F(u(t)) — F(uo) = Fluo — t{u — o)) — F(uo) = 0 < 7 [f(uo — #(u — up)) — f(uo)]
gilt. Mit dem Grenziibergang t — 0 liefert dass
fug)(u—ug) >0 VYuek (1)

Also ist ug Losung der Gleichung [1] falls es auch eine Losung der betrachteten Problemstellung ist. Die
Gleichung [1] ist ein Beispiel fiir eine Variationsungleichung.



2 Variationsungleichungen im R

Um die Handhabung von Variationsungleichungen zu erarbeiten mochte ich mit den Eigenschaften in
endlich dimensionalen Rdumen beginnen. In dieser einfiihrenden Arbeit betrachten ich nur Probleme auf
konvexen Mengen, dafiir benottige ich das folgende technische Kapitel.

2.1 Projektion auf konvexe Mengen

Lemma 2.1. Sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge eines Hilbertraums H. Dann gilt:
Fiir alle x € H gibt es genau ein y € K sodass

—y|| = inf ||z — 7| . 2
lz =yl = inf Jlo — ] (2)
Definition 2.2. Ein Punkt y der[3 erfillt heifit die Projektion von = auf K. Notation:
y = Pri(x)
Beweis. (Von Sei (nk)ken eine minimierende Folge sodass
li —z||=d:= inf ||n—
iy, — ] Jnf [l — =|
Existenz: Da H ein Hilbertraum ist gilt die Parallelogram Regel:
2 2 2 2
lz+yll” + [le = ylI” = 2l=(" + 2 |ylI” .
Damit folgt:

2 2 2 2 2
% —nnll” = H(Uk—ff);(ﬂh—x)ﬂ =22||77k—$|| Jr2||77h—2$H =l — ) + (. — 2)||
2 —zlI” +2|np — 2lI” — 4 ||z — L (e + ) ||

Die Menge K ist nach Voraussetzung konvex, daher ist 1 (ny +n,,) € K. Somit gilt (nach Definition

von d), dass
2

1
(M + 1n)

d? < ||lz— =
- 2

Somit folgt
2 2 2
e = mnll” < 2l — 2| + 2| — z]|” — 4d°.

Nach Definition der Folge (n;)ren gilt

lim g, —na)® < lim 2 |g —2)|® + lim 2 ||, — z||* — 4d® = 4d® — 4d? = 0.
k—o0 h—oc0

h,k—o0
H ist (als Hilbertraum) vollsténdig und (7x)ken ist Cauchy, daher gibt es ein y € K sodass
li =y.
i e =y

Somit folgt

[ =yl = lim [lz =] = d.
—00
Eindeutigkeit: Seien y,3’ € K sodass
—y|| = inf ||z — d |lz—¢| = inf ||z —
|z —yll ;gKHx nll und [z — | ;g,cllw n|l

gilt. Mit den eben verwendeten Argumenten folgt
2 2 112 1 INIE 2 2
ly =y'II" =2z = yI" +2[]z = y/|I” = 4fjx — 3y +¥)||” < 4d® — 4d*> = 0.

Damit gilt y = v/'.



O

Satz 2.3. Sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge eines Hilbertraums H. Dann gilt fir x € H,
dass
y="Pri(z) <=yl und (VneK): (y,n—y)=(z,n-y).

Beweis. =" Sei + € H und y = Pri(x). Nach Lemma folgt y € K. Nach Voraussetzung ist K
konvex und daher gilt fiir jedes n € K und 0 < ¢ < 1 dass

1-ty+tn=y+tln—y) eX.

Sei
2 2 2
() =z —y —ti = y)lI” = llz =yl = 2t(x —y.n —y) + £ | - y[I".
Nach Definition von Pri(x) hat ®(t) sein Minimum bei ¢t = 0. Weiters ist ®(¢) differenzierbar (als
Polynom in t), daher ist

' (t)lmo = —2(x —y,n = y) + 2t |1 — yl|* ;=0 = —2(z — g, — y) > 0.

Damit gilt
(y—xzm—y) =0
womit
(y,n—y) = (x,n—y) (Vn€K)
folgt.

?<” Gelte nun
yeKund (YnekK): (y,n—y) > (z,n—1y).

Somit gilt
0< (y—z,n—y) = (y—z,(n—2)+(2-y)) = —(2—y,2—y)+(y—z,n—2) = — ]z — y|*+(y—2,n—2).
Mit der Ungleichung von Cauchy Schwarz folgt nun

lz—yl* < (y—zm—2) < ly—=|n—=].

Da y € K ist gilt
inf ||z — [ < [z —y|| < [ln—=| (vn € K).
yeK

Und da K abgeschlossen ist folgt schliefllich dass

Pr(a) = inf la — 5| = [}z = |

Bemerkung 2.4 Nach ist die Projektion y = Pric(x) eindeutig.

2.2 Ein erstes Theorem iiber Variationsungleichungen

Sei (RY) = {f|f : RN — R linear} der Dualraum von R¥.
Fiir ein a € (RY)’ verwenden wir die Notation
{ RY — R
-
x — {(a,x)

Ist nun (-,-) ein Skalarprodukt auf R, dann gibt es nach Riesz-Frechet fiir jedes a € (R"V)" genau ein

Element wa € RY sodass
(Ve € RY): (a,z) = (7a,z)

Im folgenden bezeichnen wir mit 7 : (RY)" — R¥ die Identifikation a + 7a.



Satz 2.5. Sei K C RN kompakt und konvex, und sei F : K — (R) stetig. Dann gibt es ein x € K so
dass
(Vy € K): (F(z),y —x) >0

Beweis. Die Projektionsabbildung
Pri(id —nF) : K — K

ist stetig, da K konvex ist. Nach Vorraussetzung ist C kompakt, somit besitzt diese Abbildung, mit dem
Fixpunktsatz von Brouwer [5.4] einen Fixpunkt z € K. Ein detailierter Aufbau dieser Aussagen findet

sich im Appendix
Mit Satz[2.3|und = = Pri((id — 7F)(x)) lasst sich fiir alle y € K

(,y —a) > ((id = 7F)z,y — x) = (v,y — x) — (7F(z),y — )
schreiben. Und damit folgt schlielich
(Vy e K): (F(z),y —z) = (nF(z),y —x) > 0.
O

Korollar 2.6. Sei K C RN kompakt und konvez, F : K — (R) stetig und x € K sodass (Yy € K) :
(F(x),y —x) = 0 gilt.
Falls nun x € K° (im Inneren von K) liegt, dann gilt sogar F(z) = 0.

Beweis. Sei R > 0 sodass U := {y € K| ||z —y|| < R} C K. Sei nun £ € RY beliebig und wiihle ¢ > @
dann ist y :=x — %5 € U denn

Iz~ yll = 2 il < R
Also folgt mit dass (V¢ € RY)(Fe > 0)(y € K)
(F(2),6) = e(F(x),z —y) 20
gilt. Mit der Wahl £ = —F(x) folgt
0<(F(2),§) = —(nF(z),nF(z)) = — |7 F()]|.

Womit man nF'(z) = F(x) = 0 erhélt. O
Definition 2.7. Sei K C RY konver und x € OK. Eine Hyperebene

(a,y —z) = 0 mit a € (RN)"\ {0}
heifst trennende Hyperebene von K falls fiir alle y € K

(a,y —z) >0

gilt.
Korollar 2.8. Sei K C RY kompakt und konvez, F : K — (R) stetig und x € K sodass (Vy € K) :

(F(z),y —z) >0 gilt.
Falls nun x € OK gilt, dann induziert F(z) eine trennende Hyperebene von K falls F(x) # 0 gilt.

Beweis. Die Voraussetzungen des Korollars entsprechen der Definition, falls F'(z) # 0 gilt. O



2.3 Kriterien fiir Lésungen im RY

Problem 1 Im folgenden betrachten wir diese Problemstellung:
Sei K C RN abgeschlossen und konvex sowie F : K — (RY)’ stetig. Gesucht ist ein z € K sodass

(F(z),y—2x)>0 firyek

gilt.
Bemerkung 2.9 1. Falls K in Problem [I| beschrénkt ist, so ist K auch kompakt, was der Situation
in Satz entsprechen wiirde.

2. Die Problemstellung [I| muss keine Losung besitzten. Wihle zum Beispiel £ = R und F(x) = e*.
Dann gibt es kein = € K sodass
F(z)(y—2)>0 Vyek

gilt.

3. Sei K C RY konvex und Br(0) C RY eine abgeschlossene Kugel mit Radius R und Zentrum
0 € RY. Dann wird im folgenden die Notation:

Kr =K NnBg(0) (3)
verwendet.

4. Im Problem [I] gilt dann mit dass es mindestens ein 2 € K gibt sodass
(F(zr),y —zr) >0 firye g
gilt.

Satz 2.10. Sei K C RN abgeschlossen und konvex sowie F : KK — (RYN)' stetig. Eine notwendige und
hinreichende Bedingung fir die Existenz einer Lisung des Problems|1| ist:
Es gibt ein R > 0 sodass eine Losung rr € Kr von

(F(zr),y —xr) >0 fir alley € Kr

die Bedingung
lzrl < R

erfillt.

Beweis. Notwendigkeit: Wenn x € K das Problem [1] 16st, dann ldsst sich natiirlich ein R > 0 finden
sodass ||zg|| < R und zg € K gilt.

Hinreichend: Sei nun 2r € Kg. Ist nun ||zg|| < R so gibt es ein ¢ > 0 sodass fiir alle y € K gilt
w=1xr+e(y—2xr) € Kr. Da K kompakt ist, gilt (nach und mit Satz dass

0 < (F(zgr),w—xg) = (F(zr),y — 2r) Vy € K.

Womit xp das Problem [1] 16st.

Korollar 2.11. Sei F : K — (RY)’ sodass

F(z)—F _
oy (F@) = F(wo),x — 0)
]| —-+o0 |z — 0|

:+OO

fiir ein xo € Kg gilt. Dann gibt es eine Lisung fir das Problem[1]



Beweis. Mit den Voraussetzungen des Korollars gibt es ein H > ||F(zo)|| und R > ||xo|| sodass
(F(@) = Fzo),z — 20} > H |z — o]
fiir ||z|| > R und x € K gilt. Damit folgt nun falls ||z|| = R ist dass

(F(z),z —xo) = (F(z)— F(x0),z —x0) + (F(x0), 2z — x0)
> H ||z — zo|| + (F(z0),z — z0)
> H ||z — zo| — [{(F(20), 2 — 20)| (4)
> H ||z — ol = [|[F (o) |lz — 0|
> (H — [[F(zo) 1) (ll[| = llzoll) > 0

Sei nun zr € Kr eine Losung von [I} Dann gilt
(F(zr),xr —x0) = —(F(zRr), 20 —2zRr) <0

Wegen der gezeigten Ungleichungen in 4 muss gelten: ||xg|| # R. Wegen g € Kr = K N Bgr(0) muss
lxr]] < R gelten. Dass ist mit eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Losung des
Problems [l O

Nun stellt sich die Frage ob es solche Abbildungen F' iiberhaupt gibt?
Beispiel 2.12 1. Wihle F(z) = z so folgt

F(z) - F - - - — 20)?
im @ = Flo).x—wo) - @ow)@—w) o (@omw0)”
ll2||—+o0 |l — 2ol ||| —+o00 |z — o] lz]|—+oo |z — o]

2. Wiihle F(z) = 2* so folgt

(F(z) = F(zo),x —wo) _ .~ (&% —aj)(w — o)
[|z|| =400 ||$ — l’oH [|z|| =400 |IZZ - l’0|
— lm (2 + 2% + zom) (T — 20)? e
lzll—+oo |x — x|

3. Ein Gegenbeispiel: Sei N =1, K = R und F(z) = €%, dann gilt:
e Zum Einen gilt fiir x — +o00, dass

(F(z) — F(xg),x — xq) (e* — e®0)(z — mp)

lim = lim
T—+00 |z — o] T—+00 |z — 20
T C 0 [ ) N
T—+00 |33 — 170‘

e Zum Anderen gilt fiir  — —oo, dass

p F@) = Flag)a—a0) _ | (e =)o — ao)

2——00 ‘x—x0| 2——00 |x—x0|

= lim (e® —e*)sign(x — xp) = ™.
T——00

4. Die Funktion F' muss weder linerar noch stetig sein, denn wihle N =1, £ = R und

T falls ¢ > 0
F(z) = { 2z—1)  fallsz <O0.

Die Funktion ist nicht linear, denn sonst wiirde fiir z > 0 gelten 0 = F(0) = F(z — x) = F(z) +
Fl-z)=2xz—-2x—-—1=—2—1.
Fiir diese Funktion gilt, falls zg > 0, dass

(F(x) — F(xo), © — x0)

lim = lim —— =4
|z|—+o00 |:B — .”L'0| || —=+o0 |LL‘ — SU()|




und falls zg < 0, dass

(F(x) = F(xo), 2 — o)

lim = lim
|z|—+o00 ‘IE — I0| |z|—+o00 |l‘ — 130‘
_ (x — xg,z — x0) lim (2 =z, & — o)
|z|—+o00 |l’ — IEO| |z]—+o00 |£ZZ - I’0|
> lim ] = +00

Definition 2.13. Die Bedingung

i
llzll—-+o0 [l — ol
heift koerzivitits Bedingung.

Korollar 2.14. Sei K C RN abgeschlossen und konvex sowie F : K — (RN)' stetig. Falls fiir alle
x, 2 € K: x # & die Ungleichung (F(z) — F(2'),z —2') > 0 gilt, so ist die Lésung von Problem
eindeutig.

Beweis. Seien x,z’ € K Losungen von Problem [1} Angenommen es gilt © # 2’. Es gilt

(F(z),y —x) >0 0> (F(z),z —y)
(F(2'),y —2') >0 0> (F(a'), 2" —y).

Mit der Wahl y = 2’ in der ersten und y = z in der zweiten Gleichung folgt:

0> (F(z),z — )
0> (F(z'), 2 —a)y=—(F(z'),x — ).

Womit schliefllich wegen = #
0> (F(z)— F(z"),z — 2"y >0

folgt. Somit ist der Widerspruch gefunden, und x = 2’ folgt. O
Mit dieser Eindeutigkeitsbedingung macht folgende Definition Sinn:
Definition 2.15. Eine Abbildung F : K — (RY)’ heifit monoton falls

Vo, 2’ € K): (F(z) - F(z'),x —2') >0

gilt.
Wir nennen F streng monoton falls zusdtzlich

(Vz,2' € K): [(F(z) - F(z'),z2 —2') =0 = z =12
gilt.

Proposition 2.16. Sei F: K — (RY)' stetig und streng monoton, K C RN abgeschlossen und konvez,
und H C K abgeschlossen und konvexr. Angenommen es gibt Lisungen des Problems

x1 €K: (F(x1),y—z1) >0 (Vy € K)
2o €EH: (F(xa),y —x2) >0 (Vy € H).

Dann gilt:
1. Falls F(xq) = 0 ist so folgt x1 = z».

2. Falls F(23) # 0 und 21 # x2 gilt, dann wird x1 durch die Hyperebende (F(xz3),y — x2) = 0 von H
separiert.



Beweis. 1. Sei F(z2) = 0. Und angenommen es gilt 1 # xo. Da F streng monoton ist gilt:
(F(x1) — F(z2),01 —22) >0 = (F(21),21 —22) > 0= —(F(x1),22 —x1) > 0.

Womit
(F(z1),29 —x1) <0

folgt, das jedoch ist ein Widerspruch zur Wahl von ;.
2. Sei nun F(x9) # 0 und x; # x2. Nach Voraussetzung gilt
(F(z2),y —x2) >0 (Vy € H).
Andererseits gilt

(F(22),21 —29) = (F(22) — F(w1) + F(21), 71 — 72)
(F(»T ) — F(x1),21 — x2) + (F(21), 21 — x2)
—(F(z1) = F(x2), 71 — 2) — (F(21), 72 — 71).

Da F' streng monoton ist, gilt (F'(z1) — F(z2),z1 — x2) > 0.
Nach Wahl von z; ist (F(x1), 22 — 1) > 0. Daher folgt

(F(z2),21 — z2) < 0.

Was zu zeigen war.

2.4 Problemstellungen die zu Variationsungleichungen fiihren
Im folgenden gelten:

1. f € CY(K) wobei K C R¥ eine abgeschlossene und konvexe Menge ist.

2. Wir schreiben F(z) = V f(z).

3. Es wird nicht zwischen RY und (RY)" unterschieden.

Proposition 2.17. Angenommen es existiert ein x € K sodass

f(z) = min f(y).

yek

Dann ist x eine Ldosung der Variationsungleichung
xreK: (Flx),y—z) >0 (Vy e K).

Beweis. Sei y € K beliebig, so gilt fiir 0 <¢ < 1, dass x + t(y — x) € K ist.
Wegen f(x) = millg f(y) hat die Funktion
ye

o(t)=flx+tly—=z)) fir0<t<1
ihr Minimum in ¢ = 0. Folglich gilt

0<¢'(0) = (Vf(x),y —x) = (F(x),y — x).

Proposition 2.18. Sei f konver und x € K erfillt
(F(z),y —x) >0 (Vy € K).
Dann gilt
f(z) = min f(y).

yeX



Beweis. Da f konvex ist, gilt fiir alle y € K dass
fy) =z f(@) + (F(z),y — z).
Da (F(x),y —x) > 0 gilt folgt f(z) < f(y) fir alle y € K. O

Problem 2 Komplementaritdts Problem
RY = {z = (21,..,2an) € RV¥|z; > 0 (V1 < i < N)} C RY ist abgeschlossen und konvex. Sei
F Rf — RN Finde ein z € Rf sodass

F(z0) € RY und (F(z9),20) =0
gilt.

Satz 2.19. Sei F : Rﬂ\: — RN und xg € Rf, dann gilt:
xg lést das Problem[3 genau dann wenn

(F(x0),y — 0) > 0 (Vy € RY)
gilt.

Beweis. =" Sei x( Losung des Problems [2| Dann ist F'(xg) > 0 und somit gilt fiir alle y € Rf, dass
(F(zg),y) > 0 ist. Damit gilt

(F(20),y — x0) = (F(w0),y) — (F(w0),20) = (F(20),y) =20
<" Sei nun zg € Rf Losung der Variationsungleichung, und
e; = (0,...,0,1,0,...,0)T
der i-te Einheitsvektor. Dann ist xg + ¢; € Rf . Es gilt
0 < (F(z0),z0 +€; — o) = (F(x0),e) = Fi(xo)
fiir alle 1 <4 < N und damit F(zq) € Rf. Wihle nun y =0 € Rf, dann gilt
0 < (F(20),y — xo) = —(F(20),20)

und daher
0> (F(zo),z0)

Da jedoch g, F(zo) € RY gilt folgt
0 < (F(xo), o).

Womit man schlieBlich 0 = (F'(zg), zo) erhélt.

10



3 Variationsungleichungen in Hilbertrdumen

3.1 Bilinear Formen
In diesem Kpitel verwenden wir folgende Voraussetzungen:
e Sei H ein reeller Hilbertraum und H’ sein Dualraum. Wir setzen

— (+,-) als das Innere Produkt und,

— ||| als die davon induzierte Norm
auf H.

e Wir verwenden die Notation:
HxH —R

frx —(f,2)
als die Paarbildung zwischen H und H'.

e Eine lineare und stetige Abbildung A : H — H’ induziert eine Bilinearform durch
a(u,v) = (Au,v) (Yu,v € H)
denn fiir u,v’,v,v’ € H und a € R gilt:
— alau+ v, v) = (Alau + u'),v) = (€Au + Av',v) = a{Au,v) + (Au',v) = aa(u,v) + a(u',v)
— a(u,av 4+ v") = (Au, av + v') = a{Au,v) + (Au,v") = aa(u,v) + a(u,v").

Da a linear ist gibt es ein ¢ > 0 sodass |a(u,v)| < ¢||ul - ||v] gilt (Operatornorm fiir lineare
Operatoren). Somit ist a auch stetig.

e Ist nun eine Bilinearform a(u,v) gegeben, so wird durch die lineare Abbildung
v — a(u,v)
eine stetige lineare Transformation A : H — H’ bestimmt die
a(u,v) = (Au,v) (Vu,v € H) (5)
erfiillt.

Lemma 3.1. Sei a(u,v) eine Bilinearform auf H. Ist a koerziv so ist die lineare Abbildung A, die durch
[ bestimmt ist, koerziv im Sinn von 15t.

Beweis. Sei a koerziv und die lineare Abbildung A durch [p] bestimmt. Dann gilt

[(Az—Azg,z—z0)| __ lim [{A(z—=0),x—m0)| _ lim |la(z—z0,x—x0)|

= 1
||| — o0 le—zoll ||| — o0 llz—zoll ||| — o0 le—zoll
a2
> lim  @llE=wellt _ o
T lz||—oo le—zoll
Womit A koerziv im Sinn von [2.13] ist. O

3.2 Existenz von Losungen

Problem 3 Sei K C H abgeschlossen und konvex, und sei f € H'. Finde

(weK): a(u,v—u) > (f,v—u) (Vv ek)

11



Nun stellt sich die Frage wann das Problem [3| eine Losung besitzt?
Um die Existenz einer Losung zu zeigen wird, im Folgenden die Bilinearform a in einen symmetrischen
und einen antisymmetrischen Teil aufgeteilt. Hat man dann eine Losung fiir den symmetrischen Teil, so
kann man iterativ eine Losung fiir die Problemstellung mit der Bilinearform a erzeugen.

Aus dieser Motivation heraus betrachte folgende Konstruktion.

Seien fiir die Bilinearform a
ap(u,v) = %(a(u,v) +a(v,u))

b(u,v) = 5(a(u,v) —a(v,u)).
Setze ai(u,v) =: ag(u,v) + tb(u,v). Es folgt unmittelbar dass
e aj(u,v) = alu,v)
e ap(u,v) = ap(v,u) (ist der symmetrische Teil von a)

o b(u,v) = 3(a(u,v) — a(v,u)) = —3(a(v,u) — a(u,v)) = —b(v,u)
(ist der anti symmetrische Teil von a)

gilt. Mit diesem a; lédsst sich im folgenden eine iterative Losung fiir das Problem [3| finden.
Ist nun a koerziv mit der Konstante «, so gilt mit

o b(u,u) = 1(a(u,u) — a(u,u)) =0
e ag(u,u) = a(u,u)

dass as(u, u) = ao(u, u) + th(u,u) = a(u,u) > o|lul|* ist. Daher ist a; koerziv mit der selben Konstante
a.

Lemma 3.2. Seia(u,v) eine koerzive Bilinearform auf einem Hilbertraum H, KK C H abgeschossen und
konvex, und sei f € H'. Falls das Problem@ eine Losung besitzt, dann ist die Abbildung

H —K
f —u

Lipschitzstetig.
D.h.: Sind uy,us Ldsungen des Pmblems@ zu den entsprechenden Funktionen fi, fo € H' dann gilt

1
[ur =zl < = |lfi = foll g -
o
Beweis. Seien uq,us € H und f1, fo € H’ sodass

alup,v—uy) > {(fi,v—u1) Vv eK)
a(ug,v —uz) > {fa,v—u2) (Vv € K)

gilt. Setze nun v = uy in der ersten und v = u; in der zweiten Ungleichung, so folgt

a(ur,ug —uy) > (fi,uz —u1) <= a(ur,ur —u2) < (f1,ur —uz)
a(uz,ul — UQ) > <f2,u1 — UQ> s —CL(Ug,ul — Ug) < —<f2,u1 — ’LLQ)

Nun sind a(-,-) und (-, -) linear, daher folgt
a(uy — ug,uy — ug) < (f1 — fa,u1 —ug).
Da a koerziv ist folgt dass
allur —us|? < auy — uz,uy —u2) < (fiy — fo,ur — uz) < fluy — ual| - || f1 — Fallg

womit schliellich .
lur —wall < = s = Fall

folgt. O

12



Lemma 3.3. Sei a eine koerzive Bilinearform mit der Koerziv-Konstante a, KK C H abgeschlossen und

konvezx, und setze

IO
Jell ol

Ist das Problem@ losbar fir a.(u,v) und jedes f € H', dann ist es losbar fir a;(u,v) und jedes f € H’
wobei T <t < T4ty mittyg < ﬁ gilt.

Beweis. Beachte da b selbst eine Bilinearform ist gibt es ein ¢ > 0 sodass |b(u,v)| < ¢||ul- ||v| gilt, womit
M < +o0o folgt.
Definiere die Abbildung
T. { H —K
N\ Tw =u

wobei u durch folgende Konstruktion gegeben sei.
Sei das Funktional F; als

(Fy,v) = (f,v) = (t = 1)b(w,v) mit 7 <t <7+t
fiir jedes f € H' definiert. Sei u € K sodass a,(u,v) das Problem [3| fiir F} 16st, also ist
ar(u,v—u) > (F,v—u) (Vv e K).

wohldefiniert, womit auch 7' wohldefiniert ist. Nach Lemma[3:2]ist die Abbildung u + F} Lipschitzstetig,
daher folgt mit u; = Tw; und us = Tws, dass

||u1 — uQ” < é ||Ft(w1) — Ft(w2)||H/ — é(t _ 7—) Sg}g Hb(wsz‘;ﬁ?(whvm
v
_ b —wi,
= 55 Jws — wn | sup fEey
veEH
l1b(we—w1,v)|
lwz —w1][-[|v]]

IN

ET lwe —wn]  sup
v, (w1 —w2)E
S %OM ||’LU1 — ’U}QH

gilt. Ist to < 7 so ist T" eine Kontraktion. Da K abgeschlossen ist besitzt T nach dem Fixpunktsatz von
Banach einen eindeutigen Fixpunkt. Fiir dieses u = w gilt dann

(Fr,v—u) =(f,v—u)—({t—7)b(u,v —u) = (f,v—u) — (t —7)[b(u,v) — b(u, u)]
= (f,v—u) = (t = 7)b(u,v)
und somit
ar(uaU—U)Z (f,v—u)—(t—T)b(u,v)
—  ag(u,v —u) +7b(u,v —u) + (t — 7)b(u,v) > (f,v—u)
<~  ao(u,v—u)+tb(u,v) > (f,v—u).

Schliefllich folgt fiir jedes t mit 7 < ¢ < 7 4ty dass

(uek): ar(u,v—u) > (f,v—u) (VveKk)
gilt. O
Bemerkung 3.4 Man beachte speziell, dass u im vorangegangenen Lemma sogar eindeutig ist.

Satz 3.5. Sei a(u,v) eine koerzive Bilinearform auf einem Hilbertraum H, K C H abgeschossen und
konvex, und sei f € H'. Dann gibt es eine eindeutige Lisung des Problems @

Beweis. Die Existenz wird in zwei Schritten gezeigt

1. Sei zuerst angenommen, dass a(u,v) symmetrisch ist. Definiere

I(u) =: a(u,u) — 2(f,u) (Vu € H)

13



Nun folgt, da a koerziv ist, mit Youngs Ungleichung dass
I(u) = &(U,, u) - 2<f7 U>
2 2
Z alull” =2 fll g - lull = eflull” -

2 2
2 IIUH a 1l = ellul

= ”fHH"

) (v ull

Daher gilt nun
. 1 2
= > —— , > —00.

d=: inf I{u) 2 —— || fl[z: > —o0
Wiéhle nun eine minimierende Folge

{un € ’C|d < I(un) <d+ %}nGI\L
Da (-, -) linear ist gilt

8<f, %(un + um)> = 4(<fa Un + um>) = 4<f7 un> + 4<f, um>‘

Da a(u,v) koerziv ist folgt mit der Paralellogram Regel dass

o ljuy, — um||2 < a(tp — U, Up, — Up,)

= a(tn, Un) + a(Umy Um) — A(Up, W) — AU, Up,)

= 2a(tn, Un) + 20 (U, U) — a(umun) — (U, Um) — A(Up, Up,) — AU, Up,)

= 2a(Un, Un) + 20(Upm, Um) — @ un + U, Up, + Upy)

= 2a(Un, Un) + 20(Up, Upn) — 4a(S (U + U, %(un + upm))

= 2a(Un, Uun) + 20(Um, Upm) — 4a(5 (Un 4 Um), 5 (Un + Um))

—4(f, un) — 4 ,um> + 8(f, %(un + Um))

21 (un) + 21 (um) — (%(u U))
204+ () +2(0+ G}~ 404+ )

2+ 17 "

Daher ist {u, }nen eine Cauchy Folge und da K abgeschlossen ist gibt es ein u € K sodass

Al
Nl —

U, — u und I(up) — I(u)

also I(u) =d.
Sei nun v € K und 0 < ¢ < 1. Da K konvex ist folgt (1 —e)u+ev=u+e(v —u) € K und (da u
minimierend) gilt I(u) < I(u+ (v — u)). Damit folgt (fiir die recht-seitige Ableitung)
0 <4 4 LT u+e(v—u))|e=o = d% (a(u+ew—u),u+te(w—u))—2(f,ut+e(v—u)))le=o
= dj (a(u,u) + e2a(v — u,v — u) + 2ea(u, v — u) — 2(f,u) — 2e(f,v — u)) |e=o
= (2ea(v — u,v —u) + 2a(u,v — u) — 2(f,v — u)) |.=0 = 2a(u,v — u) — 2(f,v — u).

Womit
alu,v —u) > (f,v—u) (Vv €K)
gilt und das Problem [3] gelost ist.

2. Wir betrachten nun den allgemeinen Fall als Storung des symmetrischen Falls. Betrachte hierfiir
die bereits verwendete Notation von a;(u,v) = ag(u,v) + tb(u,v). Nun gilt fir ¢ = 0 dass a;
symmetrisch ist, womit das Problem (3| fiir a,(u,v) = ag(u,v) losbar ist. Weiters gilt dass

|b(u, v)]|

0< M =:sup ———— < +00

[l - ol

womit man ein 0 < o < 77 wihlen kann, sodass das Problem |§| mit Lemma@ fiir alle 0 <t <ty
gelost wird. Nun ldsst sich Lemma [3.3] auch fiir 7 = ¢, anwenden. SchlieBlich folgt dass nach
endlich haufigen anwenden des Lemmas sich das Problem [3| auch fiir ¢t = 1 l6sen ldsst. Nach
Konstruktion in Lemma ist die Losung u sogar eindeutig. Wegen a1 (u,v) = a(u,v) ist somit
die Behauptung gezeigt.

O

Bemerkung 3.6 Man beachte speziell dass, falls K = H im Satz gilt, der Satz auf das Lax-Milgram
Lemma reduziert wird.
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3.3 Formulierung im L?-Raum

Nun lésst sich folgende Konstruktion durchfiihren:
Sei E C RN (Lebesgue) messbar und wihle ein ¢ € L?(F). Setze dann

K = {v € L*(E)|v > ¢ fast iiberall in E} C L*(E).
Wihle 0 < a < 1 und u,v € K dann gilt fast iiberall in E dass
au+ (1—a)v<ap+ (1—a)p=0¢.

daher ist au + (1 — a)v € K und somit ist K konvex.
Setze nun

a(u,v) = (u,v) = / u(z)v(z)de.

E

a ist bilinear und koerziv. Nun gibt es nach Satz fiir ein gegebenes f € L?(E) ein eindeutiges u € K
sodass

/Eu(v —u)dx > /Ef(v —u)dzx (Vv € K)

gilt. Behauptung: u ist die puknktweise Projektion von f und ¢ auf das jeweilige Maximum, also

B f plx)  falls f(z) < p(z)
u = maz(p, f) = { f(z) falls (z) < f(x)

Offensichtlich gilt u > ¢ fast {iberall in F, womit v € K folgt. Damit folgt nun fiir jedes v € K dass
v — ¢ > 0 ist und somit

—u)dr = —p)d — f)dx > —p)d - f)d
/EU(U we /{f<¢}(p(v (p)m—i_/{soéf}f(v f)x_/{fﬂo}f(v (p)x—’_/{wéf}f(v fde

:/ f(v—u)dx—i—/ f(v—u)dx:/f(v—u)dx
{f<e} {e<f} E
Da v € K gilt folgt v — ¢ > 0 womit

/E (v — w)dz > /E Flo —wdz (v € K)

folgt. Also ist u Losung der Variationsungleichung.
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4 Das Hindernis Problem
Sei nun Q ¢ RY ein beschrinktes Gebiet mit Rand 09).

Motivierende Problemstellung

Schreibt man die Laplacegleichung
—Au =0 inQ
u =0 auf 00

als eine Differentialgleichung im schwachen Sinn so erhilt man
7/ Avwdz = / VuVwdzr =0 Yw € C§°(Q).
Q Q

Da diese Behauptung fiir alle w € C§°(€2) gelten muss, gilt sie insbesondere fiir alle w = u — v mit
v € C§° (). Das liefert die Gleichung

/ VuV(u—v)de =0 Yve Ci°(Q)
Q

Das Hindernis Problem

Sei 1) eine Funktion auf Q = Q U 9 welche
mé;txw >0 und ¥ < 0 auf 99

erfiillt. Definiere K = {v € C1(Q)|v > ¢ in Q und v = 0 auf N} eine konvexe Menge von Funktionen.
Nun suchen wir jene Funktionen u € IC, die die Dirichlet Energie minimieren.

/|Vu|2dx:min/ IVo|? da
Q vell Q

Angenommen ein solches u existiert. Da I konvex ist gilt fiir alle v € K, dass
lI-thu+tv=u+t(v—u) e Llir0<¢t <L

Damit hat die Funktion
o(t) = / IV(u+tv—u)>de firo<t<1
Q

ihr Minimum bei ¢ = 0. Somit ist ®’(¢)|t=0 > 0, was zu der Ungleichung
/ VuV(v—u)dx >0 firallev e (6)
Q
fithrt.

Notationen
In diesem Abschnitt betrachten wir folgende Situation:
e Sei Q C RY beschrinkt mit glattem Rand €.

e Sei a;; € L>() sodass fiir £ € RY und fast alle z € Q

%52 < aij(2)6i&; < AE®
gilt.

e Setze die Bilinear Form a als

a(u,v) = / i (2) Uy, ug, dz fiir u,v € H'(Q).
Q
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e Definiere eine lineare Abbildung

fiir u,v € H}(Q).
e Sei nun ¢ € H'(Q) sodass ¢ < 0 auf 9 gilt. Setze dann
Ky =K ={veH}Q)v>1auf Qin H(Q)}
Bemerkung 4.1 Falls a;;(x) € C(Q) gilt, so ist

Lu(e) = = (0150, ()

eine elliptische Gleichung im klassischen Sinn. Das gilt denn wegen a;j, a%iaij € L®(Q)und c=0 €
L*>(Q) hat die Gleichung die Gestalt
Lu(zx) = b1tg,z, () + baug, (z) + cu(x)

mit by, be,c € L®(Q).
Problem 4 Sei f € H~1(Q2) gegeben, finde ein u € K sodass

a(u,v —u) > (f,v—u) (Vv e K)
gilt.
Satz 4.2. Es gibt eine eindeutige Lisung des Problems [}

Beweis. Es gilt fiir jedes v € K nach Voraussetzung dass

1 2
at0.0) = [ (@), de = £ ko
Somit ist a koerziv. Nach Satz [3.5 besitzt somit das Problem [4] eine eindeutige Losung. O

Es stellt sich die Frage nach der Charakterisierung einer solchen Losung. Mithilfe von Superlésungen
wird nun fiir die Losung eine obere Schranke konstruiert.

Definition 4.3. Wir nennen g € H'(Q) eine Superlésung von L — f falls
fiir 0 < ¢ € HL(Q) gilt.

Satz 4.4. Seiu eine Lésung des Problems[]] und angenommen g ist eine Superldsung von L — f sodass
g>vinQund g >0 auf OQ (in HX(Q) ) gilt. Dann gilt:

u<g in .
Beweis. Setze ¢ = min(u,g), da g > ¢ in Q und g > 0 auf 9Q gilt ist ¢ € K. Somit gilt
a(uuc_u) > <f7<_u>
Da g eine Superlosung von L — f ist gilt
a(g7c_u) < <fag_u>
womit (aus der Definition von ()

0 2 a‘(g - qu - u) = fQ a’ij(g - U)Ij (C - u)mldx
= Jialg@<ut@y 9509 = Way (€ = W T + [41g0) 20y 209 = Wa, [~ W, dz
=0

= Jo @ij (€ = u)a, (¢ — )y, dx ,
=a(¢—u,¢—u) 2 ;¢ —ullf ) =0

folgt. Daher ist ¢ = u, und da ¢ = min(u, g) ist folgt u < g in . O
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Korollar 4.5. Sei u eine Lisung des Problems[] fir f = 0, und sei angenommen M > 0 sodass 1 < M
in Q gilt. Dann folgt
u < M in Q.

Beweis. Behauptung: M ist eine Superlésung von L — f. Sei 0 < ¢ € H}(Q2) dann folgt
(LM — f,¢) = a(M,¢) — (0,¢) = a(M,¢) =0.

Dies gilt wegen M,, = 0.
Somit ldsst sich fiir g = M der Satz [£.4) anwenden, womit

u<Min Q
folgt. O
Betrachtet man nun die Menge
K={ve H(Q)v>vin Qu—ypc H}(Q)} (7)
wobei p € H(Q2) mit ¢ > 1 auf 99 gilt. K ist konvex, denn fiir 0 < o < 1 und u,v € K gilt:
1.ou+ (1—a)v>ap+ (1 — o)y =1 und
2. (au+(1—a)w)—p=au—ap+(1—a)v—(1-a)p=a(u—¢)+ (1 -a)(v—yp) € HI(Q).
Waéhlen wir nun als neue konvexe Menge
Ko ={n€ Hy(Q)n > —¢in Q}.
Sei nun angenommen u eine Losung des Problems
a(u,v —u) > (f,v —u) (Vv e K). (8)
Setze
o u =+ mit ( € Ky und
e v =1+ ¢ mitn € Ky.
Dann gilt
a(u, v —u) = a(C + ¢,n = ().
Womit mit der Wahl von u folgt, dass fiir ¢ € g gilt
a(¢,n=¢) = (f,n—¢) —ale,n—¢) (Vn € Ko). 9)

Weiters wird mit (F, &) = (f, &) — a(y, €), fiir £ € H}(Q), ein Element F € H~1() definiert.
Umgekehrt gilt mit dem Satz[4.4] dass die Gleichung[9] eine eindeutige Losung ¢ besitzt. Womit folgt dass
u = ( + ¢ eine Losung der Gleichung [§] ist.

Satz 4.6. Seien u,v zwei L — f Superlésungen. Dann ist w = min(u,v) eine L — f Superlosung.

Beweis. Sei K = {ne€ HY(Q)|n—w € H(Q),n > w fii. in Q}. Analog zuist K konvex. Sei ¢ € K eine
Losung der Variationsungleichung

[ a6 0= Onide > (£.0- ) (v € ). (10)
Nun sind u, v nach Voraussetzung L — f Superlésungen, daher folgt mit [£.4] dass
(<wu und (<wv inQ

gilt. Also gilt
¢ < min(u,v) in Q.
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Da ¢ € K gewéhlt wurde gilt ¢ > min(u,v) = w in Q, womit
¢ = min(u,v) =w in Q

folgt. Daher gilt n > ( fast {iberall in 2, womit n — ¢ > 0 fast {iberall in  folgt. Damit ldsst sich die
Gleichung [10] als
a(Cﬂ?—C) - <f777_(:> >0

schreiben. Somit ist ( = w eine Superlosung von L — f. O
Satz 4.7. Seiu eine Lisung des Problems[]} Dann gibt es ein nicht negatives Radon Maf jn sodass
Lu=f+p inQ
mit
supp(p) € T = {o € Quz) = ¥(2)}.

Insbesondere gilt
Lu=f mQ\I

Beweis. Betrachte hierfiir ein g € Q\ I. Dann gibt es eine Kugel K,(zo) und ein p(x) € C§°(K,(xo))
mit ¢ > 0 auf Ky (o) sodass

u>+¢ in H (Kpy(zo))
gilt. Also gibt es fiir jedes § € C§°(Ky (20)) ein € > 0 sodass
@ .
utef=y+ 5 in H' (K (z9))
gilt. Folglich gilt fiir v = u + £ € K(mit der Variationsungleichung), dass
a(u,§) = (f,€) V&€ € C5°(Kg (x0)).

Nun gilt die selbe Argumentation fiir —§ womit

a(u,€) = (£,€) V¢ € G5 (K (a0)).

folgt. Anders ausgediickt bedeutet das
Lu=f in Q\I.

4.1 Das eindimensionale Hindernis Problem
Wir betrachten im Folgenden die Situation:
e Ein offenes Intervall Q = («a, 5) C R.
e Sei K= {ve H}(Q)|v>1 in Q} mit o € H(Q) sodass
m(zzlxw>0, Y(a) <0, P(B) <0
gilt.
e Sei I = {x € Qu(z) = ¢(x)}, die sogenannte Kontaktmenge.
e Definiere eine Bilinearform durch

B
a(u,v) = / o (x)v (x)dx fiir u,v € H(Q).

a ist koerziv, denn mit der Poincare-Friedrichs Ungleichung gilt

B
2 2 2
a(v,v) = / V' (2)%de = ||U/||L2(Q) = |U‘H1(Q) 2 ||U||H1(sz)
(e}
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Satz 4.8. Sei f € H1(Q) sodass es ein stetiges F' € L*(Q) gibt mit f = F’. Falls ¢'(x) nur Unstetig-
keiten der Form

Y'(x —0) <9’ (z+0)
hat, gilt fir die eindeutige Lésung u des Problems , dass u' stetig ist.
Beweis. Sei u eine Losung des Problems [ Also gilt v € K und
a(u,v —u) > (f,v —u) (Vv e K).
Nach Satz ist diese Losung eindeutig. Wegen

B B
a(u,v) = / o (z)v (z)dz = / o (z)v(z)dz Vv € C°(Q)
gibt es mit Satz ein nicht negatives Maf p, dessen Tréger gleich I = {x € Q|u(z) = ¢ (x)} ist, und
ue€ Hy(Q): —u" = f+upu (11)

als Distribution gilt (also im schwachen Sinn). Nach Voraussetzung ist ¢ (o) < 0 und ¥(5) < 0, und
daher ist nach Satz I kompakt in © und () = pu(I) < oco. Da p nicht negativ ist gibt es eine nicht
fallende Funktion ¢(x) sodass

/
Y =H
als Distributionen gilt. Es folgt unmittelbar dass ¢(x) = u([o, z)) gilt.
Somit kann |11} umgeschrieben werden zu

*U//:F/Jrgﬁl

womit
u'(z) = —(F(z) + ¢(x) + const)
folgt. Da F' nach Voraussetzung stetig ist, bleiben blo3 Unstetigkeiten von ¢ zu betrachten. Da der Tréger
von p gleich T und F stetig ist, ist u'(x) stetig auf Q\ I = {z € Qu(zx) > ¥(x)}.
Da ¢ nicht fallend ist konnen alle moglichen Unstetigkeitsstellen nun die Gestalt

plx—0)<p(zx+0) €0
haben. Daher folgt (da F' stetig ist) dass

W(z—0)>u(x+0) ze€Q. (12)
Sei nun ¢ € I. Dann ist w(§) = (&) und da u € K ist folgt

w(@) —u(€) = Y(z) — P(E).
Wir betrachten nun zwei Falle:

1. Falls x < ¢ gilt, dann folgt

also

2. Falls = > £ gilt, dann folgt

u(a) ~ u(E) _
r—=¢ = x=§
und somit
u'(§+0) >4 (£+0).
Mit der Voraussetzung an 1 folgt nun
u'(§—-0) <Y(E-0) <Y'(E+0) <u/(E+0) fiir { el
Daher gilt mit , dass
w'(§—0)=u'(£+0)
womit folgt dass u'(x) stetig ist. O
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5 Appendix

5.1 Erginzendes zu: Projektionen auf konvexe Mengen

Definition 5.1. Sei S ein metrischer Raum mit einer Metrik d. Fine Abbildung F : S — S heifit eine
Kontraktion falls es ein a mit 0 < a < 1 gibt sodass

d(F (), F(y)) < ad(z,y) Y2,y € .
Falls o = 1 erlaubt ist so nennen wir F' eine nicht expandierende Kontraktion.

Korollar 5.2. Sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge eines Hilbertraums H. Dann ist der Ope-
rator Pric(-) eine nicht expandierende Kontraktion.

Beweis. Nach Definition [5.1] ist
[ Pric(z) — Prc(2')|| < [lz — 2| (Va,2" € K)

zZu zeigen.
Seien z, 2’ € H sowie y = Pri(z) und y’' = Pri(z’). Mit Satz gilt dann

yeKund (VpeK): (y,n—y) > (z,n—y)
yeKund (Vnek): (y,n—vy) > @, n—1v)

Mit der Wahl von 1 = 3’ in der ersten und 1 = y in der zweiten Ungleichung sowie mit Cauchy Schwarz
folgt, dass
ly=yI=(w—yy—y)< @'y =) < o= o|l ly~ V|
SchlieBlich erh&lt man
[1Pric(z) = Pric(@)|| = lly = /|l < [z — 2|
O

Satz 5.3 (Fixpunktsatz von Banach).
Sei S ein Banachraum und F : S — S eine Kontraktion sodass d(F(z),F(y)) < ad(z,y) Vz,y € S.
Dann gibt es genau einen Fixpunkt von F'.

Beweis. Der Beweis fiir diesen Satz gehort zu den Grundlagen der meisten Analysis Kurse. O

Satz 5.4 (Fixpunktsatz von Brouwer).
Sei I eine stetige Abbildung einer abgeschlossenen Kugel K C RN in sich selbst. Dann besitzt I
mindestens einen Fizpunkt.

Beweis. Der Beweis fiir diesen Satz findet sich in vielen Biichern, um auf eines zu verweisen nenne ich
hier [Carl(2011)]. O

Satz 5.5. (Spezialfall des Fizpunktsatzes von Brouwer)
Sei KK € RN kompakt und konvez, und sei F : K — K stetig. Dann hat F einen Fizpunkt.

Beweis. Sei  eine abgeschlossene Kugel in RY sodass K C €. Nach Korollar ist Pri stetig, also ist
die Abbildung
FoPri:Q—KcCQ

eine stetige Abbildung von € in sich selbst. Mit (Fixpunktsatz von Brouwer) hat diese Abbildung
einen Fixpunkt F(Pri(x)) =z € K. Wegen = € K ist Pri(z) = x und daher

x = F(x).
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5.2 Erginzendes zu: Problemstellungen die zu Variationsungleichungen fiihren

Lemma 5.6. Sei F: RN — (RN) eine Abbildung die durch die Funktionen F\,...,F, bestimmt ist
sodass

N
(F(2),y) = (nF(z),y) = ZFj(I)yj

gilt. F ist genau dann stetig wenn jede Funktion Fi, .., Fy stetig ist.

Beweis. Mit der Identifikation von F' durch
(F(x),y) = (nF(x),y) = > _ Fj(z)y;

lisst sich F(x) = nF(z) = (F1(x), ..., Fy(z))T identifizieren.
Sei nun F stetig, dann gilt: (Va € RY) : lim F(z) = F(a). Womit man
r—a

?(a) 11::1(55)
" = P = tim Py = i | 7
FN.(G') FN(x)

Womit (Vi € {1,...,N}): liin F;(z) = F;(a) folgt.
T a
Gelte nun andererseits dass (Vi € {1,..., N})(Va € RY) : li_r>n F;(xz) = F;(a). Dann folgt

lim Fy(z)

gl(a) gi'_mF ( ) ?1(1')
F(a) _ 2:(0‘) _ T—a . 2 _ ilj}r{l} 2(1.) _ ilj}r{l} F(x)
Fx(a) lim Fu(2) Fy(x)

O

Proposition 5.7. Sei K C RY und f: K — R eine stetig differenzierbare und konvexe Funktion. Dann
ist F(x) = V f(x) monoton. Ist f sogar streng konvex, so ist F(x) streng monoton.

Beweis. Seien x,z’ € K, dann gilt da f konvex ist dass

flx) > f@)+ (F@),z—a")
f@) = flx)+ (F(z),2" — )

Somit folgt

f@)+f() > fE@)+ flz)+ (F(),z—2')+ (F(z), 2’ — x)
<
0 >(F(z)—F(),2' —x)
e
0 <(F(a)—F(z),2' —x)

Nach Definition ist daher F' monoton. Falls nun f streng konvex ist, so gelten die selben Aussagen mit
echten Ungleichungen. O

Beispiel 5.8 In der Proposition wir die Konvexitdt vorausgesetzt, das gilt jedoch im Allgemeinen
nicht. Betrachte hierfiir folgendes Beispiel:
Sei ¢ eine glatte Funktion und betrachte das Vektorfeld

G(z) = (z1,22 + o(x1)) == (21,22) € R2.
Gelte fiir ¢ dass

o(z1) = @(a))] < oy — 21| mit 21,27 €R
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gilt. In diesem Fall gilt (mit Youngs Ungleichung)

(G(z) = G(@),x =) = ((z1 — 2}, 22 — 25 + @(21) — (1)),
=I$—$’\2+( 2 = a3)(p(r1) — p(21))
zlx—z’\ |22 = @3] [ (1) = (1)
> |z —a|” = § |og — ah)* = § (1) — ()

> |z — " = § oy — ah|* = § oy —

=21

(z1 — 27,22 — 25))

V

z— '

5.3 Erginzendes zu: Variationsungleichungen in Hilbertrdumen

Definition 5.9. Der Raum H™*(Q) ist definiert als der Abschluss von C*(Q) beziglich der Norm

lallggmegy =2 D 1Dl ey

0< o <m
wobet 1 < s < 0o gilt.

Definition 5.10. Wir bezeichnen den Dualraum von HJ"* () mit H="™% () wobei L4 L =1gilt. Im
Falle von s = 2 wird einfach H~™(Q) geschrieben.

Definition 5.11. Sei E C Q und Kg = {v € HY(Q)|v > 1 auf E € H(Q)}. Die Kapazitit von E
beziiglich Q0 (Notation: capq(FE) oder, cap(E)) ist definiert durch

cap(E) = UieI}CfE/Qvgda:

Satz 5.12. Seien fy, f1,..., fxv € L*(2) und ¢ € H*(Q). Sei u eine Lisung des Problems in Ky fir
f=f+> 6%1_]2 € H=Y(Q), und sei u das Maf$ das durch u bestimmt wird. Dann gibt es eine Konstante
C > 0 sodass

w(E) < C’(cap(E))% fir E C Q) kompakt.

Es gilt sogar falls cap(E) = 0 ist so folgt u(E) = 0.
Beweis. Der Beweis des Satzes findet sich in [Kinderlehrer(1980)]. O

Definition 5.13. e Wir nennen eine Abbildung, a : H x H — R mit u,v — a(u,v) die linear in
jeder Komponente ist, eine Bilinearform. Wir nennen sie symmetrisch falls a(u,v) = a(v,u)
fiir alle u,v € H gilt.

e Fine Bilinearform a(u,v) auf H heifit koerziv falls es ein o > 0 gibt sodass
a(v,v) > allull® (Vo e H)
gilt.

Beispiel 5.14 Sei a(u,v) eine koerzive Bilinearform auf einem reellen Hilbertraum H mit o,C > 0
sodass |a(u,v)| < Clul |v]| und «|jv]*> < a(v,v) gilt. Sei p € R sodass 0 < p < 2%. Dann gibt es ein
¥ € (0,1) sodass

|(u, v) = pa(u, v)| <3 [[ull v
gilt.
Bewets. Es gilt
() = pau, v)|* = [(u,v)|* = 2p|(u,v)| |a(u, v)| + p* |a(u, v)|*
Nach dem Satz von Risze-Frechet gibt es fiir jedes u € H ein ¢ sodass

|(w, )| = [lelH[oll = [l lv]|
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gilt. Fiir jedes u € H gibt es, mit dem Satz von Lax-Milgram, Fy, F» € H' sodass

o llull® < Fi(u) = a(u, v)
a[[v]]? < Fy(v) = au,v)

gilt. Somit erhéllt man o ||u|| ||v]| < |a(u,v)|. Damit folgt die Abschétzung
|(u,v) = palu,v)* < (1 = 2pa+ p*C?) Jul| o] *.
Da 0 < p < 2% gilt folgt
1 —2pa+ p*C% < 1.
somit folgt mit der Wahl von 92 = 1 — 2pa + p?C? die Behauptung. O

Beispiel 5.15 Seien a(u,v) eine koerzive symmetrische Bilinearform und F : H — R U {400} eine
differenzierbare konvexe Funktion fiir die es ein v € H gibt sodass F'(v) # 400 gilt. Dann gibt es genau
ein u € H sodass

a(lu,v —u)+ F(v) — F(u) >0 VYveH (13)
gilt.
Beweis. Es gelte ohne Einschrinkung, dass F(0) # +o0.

Die Aussage wird in 3 Schritten gezeigt.
1. Man betrachte das Problem

iréig %a(u, u) + F(u). (14)

Da F stetig und konvex ist, gilt F'(u) — F(0) > F'(0)(u — 0) fiir alle uw € H gilt. Damit besitzt das
Problem eine Losung, denn:

Salu )+ F(u) 2 S ul’ + FO) + F'(0)(w —0) 2 5 lull* = |FO)] - [F'©0)]Ju]

Daher gibt es ein M € R sodass fiir alle v € H
1
ia(v,v) +Fv)>M

gilt. Daher gibt es (analog zum Beweis von Satz eine Folge (uy,)nen C H sodass

1 !
lim ia(um Up) + Fluy,) = min ia(v, v) + F(v) (15)

n—oo

gilt. Als Hilbertraum ist H vollsténdig, daher ist lim u,, =: u € H eine Losung des Problems 1)
n—oo

2. Nun folgt mit der notwendigen Optimalitéitsbedingung fiir und der koerzivitit von F', dass

(fiir € > 0)
0< dile (;a(u +e(v—u),ut+e(v—u))+ Flu+e(v— u))) le—o
— dig <;(a(u, u) + 2ea(u,v —u) + 2a(v — u,v —u)) + F(u + (v — u))) le—0
= 0l — ) +2a(v — 1,0~ W)z + = (Flu (v 1)) lzg
<a(u,v —u) + F(v) — F(u)
gilt.
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3. Eindeutigkeit: Seien u,us € H zwei Losungen fiir 7 dann gilt

a(up,v—ui)+ Fw)— F(u;) >0 YveH
a(ug,v —ug) + F(v) — F(uz) >0 Yv e H.

Mit der Wahl von v = us in der ersten, und v = u; in der zweiten Gleichung folgt

a(uy,ug —ug) + F(ug) — F(u1) >0
a(ug,u; —ug) + F(u1) — F(ug) > 0.

Damit erhélt man
a(uy,us —ug) > alug, ug — uq).
Somit folgt schliefllich
0> a(ug — uy,ug —ug) > aflug — ug]]* > 0.

Daher erhélt man u; = us.
O

Beispiel 5.16 Es gelten die Vorraussetzungen von Beispiel Sei K C H abgeschlossen und konvex.
Mit der Wahl von

F(v):{ —(f,v) fiirv e K

+oo sonst

in gibt es eine eindeutige Losung des Problems
Beweis. Mit Beispiel gibt es eine eindeutige Losung u € K sodass

a(uvviu)i(fvv)+(fvu)20 Vv e K
gilt. Diese Aussage ist gleichbedeutend mit
alu,v—u) > (f,v—u) Ywek

womit das Problem [3] eine eindeutige Losung besitzt. O
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